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AVERTISSEMENT  DE  L'AUTEL  R 

POUR  L'ÉDITION  FRANÇAISE. 


Dans  la  présente  édition,  j'ai  fait  un  grand  nombre  de  correc- 
tions et  d'additions.  La  plupart  portent  sur  des  points  de  détail  ; 
mais  quelques-unes,  dues  principalement  à  des  critiques,  ont 
une  importance  plus  grande.  Au§  14,  j'ai  reconnu  que  J.  Bolyaï 
était  indépendant  de  Gauss,  ce  que  j'avais  auparavant  mis  en 
doute.  Au  §  79,  à  la  suite  d'une  critique  de  M.  Couturat  ('), 
j'ai  expliqué  en  quel  sens  la  constante  spatiale  est  une  grandeur 
et  en  quel  sens  elle  est  privée  de  grandeur.  En  réponse  aux  ar- 
ticles de  M.  Lechalas  (-),  je  me  suis  efforcé  d'être  plus  explicite 
sur  deux  points,  spécialement  dans  les  §§  79  et  151.  Le  premier 
point  consiste  dans  la  différence  qu'il  y  a  entre  un  plan  de  l'es- 
pace sphérique  et  une  sphère  de  l'espace  euclidien,  ou,  plus 
généralement,  dans  l'impossibilité  de  la  coexistence  d'espaces 
différents.  Le  second  est  le  sens  dans  lequel  il  faut  entendre  la 
congruence  et  la  libre  mobilité. 

Les  précieuses  critiques  de  M.  Poincaré  {^ )  me  sontmalheu- 


(')  Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  mai  1898. 

(')  Annales  de  Philosophie  chrétienne,  août-novembre   1898,  et  Bévue 
de  Métaphysique  et  de  Morale,  novembre  1898. 

(^)  lievue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  mai  1899. 
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reusement  parvenues  trop  tard  pour  que  j'en  pusse  tenir  compte 
dans  cette  revision. 

J'ai  ajouté  en  Appendice  quelques  notes  mathématiques; 
M.  Couturat  y  a  joint  l'explication  de  quelques-uns  des  termes 
philosophiques  les  plus  fréquents,  ce  dont  je  lui  suis  très  recon- 
naissant. Je  lui  ai,  ainsi  qu'au  traducteur,  M.  Cadenat,  les  plus 
grandes  obligations  pour  le  temps  et  la  peine  qu'ils  ont  géné- 
reusement consacrés  à  cette  édition.  Je  souhaite  qu'ils  ne  les 
aient  pas  dépensés  en  vain,  et  ce  qui  me  donne  lieu  de  l'espérer, 
ce  n'est  pas  le  mérite  quelconque  que  mon  Ouvrage  peut  pos- 
séder, mais  l'accueil  très  bienveillant  qu'il  a  déjà  reçu  du  public 
philosophique  et  mathématique  français. 

Mai  1900. 

B.-A.-W.  RUSSELL. 


PRÉFACE. 


Le  présent  Ouvrage  a  pour  orig^ine  une  Dissertation  soumise 
à  Texamen  d'Agrégation  de  Trinity  Collège,  Cambridge,  en 
l'année  1895.  La  section  B  du  troisième  Chapitre  est,  en  grande 
partie,  la  réimpression,  avec  quelques  changements  importants, 
d'un  article  du  Mind  (').  La  substance  de  ce  Livre  a  été 
donnée  sous  forme  de  conférences  à  l'Université  Johns  Hopkins 
de  Baltimore  et  à  Bryn  Mawr  Collège,  Pennsylvanie. 

Je  dois  ma  principale  obligation  au  professeur  Klein.  Pour 
tout  le  premier  Chapitre,  j'ai  trouvé  dans  ses  Leçons  sur  la 
Géométrie  non- Euclidienne  un  guide  inestimable;  je  lui  ai 
emprunté  la  division  de  l'histoire  de  la  Métagéométrie  en  trois 
périodes,  et  la  partie  historique  de  mon  Ouvrage  a  été  bien 
facilitée  par  ses  références  aux  auteurs  antérieurs.  En  Logique, 
j'ai  beaucoup  appris  de  M.  Bradlcy,  et,  après  lui,  de  Sigwart 
et  du  D""  Bosanquet.  Sur  plusieurs  points  importants,  j'ai 
retiré  d'utiles  suggestions  des  Principes  de  Psychologie  du 
professeur  James. 

Je  dois  des  remerciements  à  M.  G. -F.  Stout  et  à  M.  A.-N. 
Whitehead  pour  avoir  relu  avec  soin  mes  épreuves,  et  pour 


(')   New  Séries,  n"  17. 


m'avoir  aidé  de  maintes  critiques  utiles.  Je  suis  en  outre  rede- 
vable à  M,  Whitehead  de  la  précieuse  assistance  de  ses  cri- 
tiques et  de  ses  conseils  dans  tout  le  cours  de  mon  travail, 
spécialement  en  ce  qui  concerne  l'importance  philosophique 
de  la  Géométrie  projective. 

Haslehere,  mai  1897. 
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«  Kine  Wissensdiafl  von  allcn  rii<t;lli-licti,  ,      /  y  / 

Itaiiincsaricii    «ilro   ohnrehlhar  «lie    lioc^lisle      /  ,>-  '^ 

(Jpiiiiiplrie.   ilio  ciii    piiilliclier  Vcrslaiid  iiii-  /        V    . 

Icrnriiiiipii  kOiinle.   »  -^        t  / 

"   L'iie  science   de  toutes  les  espèces   pos-  '  / 

sibics  (l'espace  serait  sans  aucun  doute  la 
(iéoniciric  lu  plus  haute  qu  un  entendeiueut 
lin!  put  entreprendre.   •> 
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INTRODUCTION. 


DÉFINITION  DU  PROBLÈME  I>AR  SES  RAPPORTS  AVEC  LA  LOGIQUE, 
LA  PSYCHOLOGIE  ET  LES  MATHÉMATIQUES. 


1 .  Peiidanl  le  xvii^  et  le  xyhi*^  siècle,  la  Géométrie  était  restée 
la  forleresse  inexpugnable  des  idéalistes  dans  la  guerre  contre 
reni[)irisnie.  Ceux  qui  soutenaient,  comme  on  le  faisait  géné- 
ralement sur  le  continent,  qu'on  pmit  avoir  une  connaissance 
certaine  indépendante  de  Texpérience  et  portant  sur  le  monde 
réel,  n'avaient  qu'à  montrer  la  Géométrie  :  j)ersonne,  si  ce  n'est 
un  insensé,  disaient-ils,  n'élèverait  di*  doute  sur  sa  validité, 
et  nul  autre  (pi'un  fou  ne  [)ourrait  nier  son  application  objec- 
tive. Les  cmpiristes  anglais  avaient  donc,  dans  cette  question, 
une  làclie  ({uebjuc  peu  diflicile  :  ou  bien  ils  étaient  obligés 
d'ignorer  le  problème,  ou  bien,  si,  comme  Hume  et  Mill,  ils  se 
hasardaient  à  l'assaut,  ils  étaient  acculés  à  cette  assertion,  en 
apparence  paradoxale,  (jue  la  Géométrie,  au  fond,  ne  possède 
pas  une  certitude  d'une  autre  espèce  ((ue  celle  de  la  Méca- 
nique; selon  eux,  la  présence  perpétuelle  des  impressions  spa- 
tiales suffit  à  nous  donner  une  expérience  tellement  longue  de 
\\.  I 
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la  V(''rit<''{lesa\ioiiies,  qu'ils  nous  sr'mhlent  absolument  certains. 
It'i,  cependant,  comme  clans  plusieurs  autres  cas,  une  loj^i(jue 
inipilovahle  ])Oussait  ces  pliilosopli<'s,  qu'ils  le  voulussent  ou 
non,  à  se  mettre  en  opposition  flagrante  avec  le  sens  commun 
de  IcKV  éj)0(jue.  Ce  fui  seulement  de  Kant,  le  créalcur  de 
rj'lpislémolo^ie  moderne,  <]ue  le  problème  L,^(''omélri(]U('  reçut 
sa  lorme  actuelle.  Il  ramena  la  question  aux  propositions  livpo- 
tbéti(|ues  suivantes:  Si  la  (iéométi'ie  a  une  certitude  apodic- 
ti(jue,  son  objet,  c'est-à-dire  l'espace,  doit  être  a  pi'ioi'i  et, 
comme  tel,  [)urement  subjectif;  et  réciproquement,  si  l'espace 
est  purement  subjectif,  la  Géométrie  doit  avoir  une  certitude 
apodicti(|ue.  T.a  dernière  proposition  a  i)lus  de  poids  pour  Kant, 
car  elle  est  indissolubbMuent  liée  à  son  Epistémoloi;ie  tout 
entière;  néamnoins,  elle  possède,  je  crois,  beaucoup  ]uoins  de 
force  (|ue  la  ])remière.  Acceptons  cependant,  ])oui"  le  moment, 
la  formule  de  Kant,  et  cfTorçons-nous  de  donner  de  la  préci- 
sion aux  termes  a  priori  et  subjectif  (  '  ). 

2.  lue  des  grandes  difficultés,  dans  cette  discussion,  est 
l'emploi  extrêmement  variable  que  différents  auteurs  font  de 
ces  mots,  ainsi  que  du  mot  cnipiriquc.  Pour  Kant,  (pii  n'était 
nullement  un  psycliologue,  les  termes  a  priori  et  subjectif 
étaient  presque  équivalents(-)  ;  dans  l'usage  moderne,  on  tend, 
en  général,  à  réserver  le  mot  subjectif  à  la  Psycbologie,  en 
laissant  a  priori  au  service  de  l'Epistémologie.  Si  nous  adop- 
tons cette  distinction,  nous  pouvons  poser,  conformément  aux 
fins  de  ces  deux  Sciences,  les  définitions  provisoires  suivantes  : 
a  priori  s'a[)plique  à  toute  partie  de  la  connaissance  (pii, 
(juoique  peut-être  suscitée  par  l'expérience,  est  logiquement 
présupposée  dans  l'exjjérience;  .ç////'yV't'///' s'applique  à  tout  état 
mental  dont  la  cause  immédiate  réside,  non  dans  le  monde 
extérieur,  mais  dans  les  limites  du  sujet.  La  dernière  définition 
a  été  naturellement  créée  pour  l'usage  exclusif  de  la  Psyclio- 


(' j   }'oir  à  rA|ipendice  les  notes  pliilosopliitjues. 

(  -)  <'f.  lùtDMANN,  .Ixiome  der  Géométrie,  p.  iii  :  «  Puiir  Kant.  l'ajuiorilé 
e:  Il  -u!jJecli\ilL'  exciuiiive  sont  certainement  des  concepts  équivalents.  ^' 
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logie  :  car,  au  point  de  vue  de  la  Science  physique,  tous  les 
états  mentaux  sont  subjectifs.  Mais  dans  une  science  dont 
Tobjel,  à  parler  sliictcineut,  est  uniquement  les  états  mentaux, 
on  a  besoin,  si  Ton  veut  faire  de  ce  mot  un  usaj^c  déterminé, 
de  faire  entre  les  états  mentaux  quekpic  dilTérence  qui  marque 
une  sul>jeclivité  plus  spéeiale  chez  ceux  auxquels  le  terme  est 
appli(]ué. 

Or  les  seuls  états  mentaux  dont  les  causes  immédiates 
résident  dans  le  monde  extérieur  sont  les  sensations.  Une  sen- 
sation pure  est,  naturellement,  une  abstraction  impossible  (car 
nous  ne  restons  jamais  comj)lètement  passifs  sous  l'action  d'un 
stimulus  externe);  mais,  pour  les  besoins  de  la  Psycliolo<;ie, 
c'est  une  abstraction  utile.  Nous  appellerons  donc  subjectif, 
en  Psychologie,  tout  ce  qui  n'est  pas  sensation.  C'est  dans  la 
sensation  seule  que  nous  sommes  directement  afCectés  par  le 
monde  extérieur  :  elle  seule  nous  donne  une  information  directe 
sur  ce  monde. 

3.  Considérons,  maintenant,  la  question  épistémologique. 
concernant  Tespèce  de  connaissance  qui  peut  être  appelée 
a  pj'iori.  Dans  ce  cas,  on  n'a  nullement  affaire  (au  moins 
en  principe)  à  la  cause  ou  à  la  genèse  d'une  partie  de  la  con 
naissance;  on  accepte  la  connaissance  comme  une  donnée  à 
analyser  et  à  classer.  Une  telle  analyse  révélera  un  élément 
formel  et  un  élément  matériel  dans  la  connaissance.  L'élément 
formel  comprendra  les  postulats  qui  sont  requis  pour  rendre 
la  connaissance  possible  en  général,  et  tout  ce  qui  peut  se 
déduire  de  ces  postulats;  l'élément  matériel,  d'autre  part,  com- 
prendra tout  ce  qui  vient  remplir  la  forme  délinie  par  les  pos- 
tulats formels,  c'est-à-dire  tout  ce  qui  est  contingent  ou  dépcn 
dant  de  l'expérience,  tout  ce  (pii  aurait  pu  être  autrement  sans 
rendre  la  connaissance  impossible.  Nous  appellerons  donc 
l'élément  formel  a  priori  i'\  l'élément  matériel  empirique. 

-i.  Quelle  est,  maintenant,  la  connexion  entre  le  subjectif  et 
l'a  priori  ?  (Jette  connexion  (si  tant  est  qu'elle  existe)  provient 
évidemment    de    l'extérieur,    c'est-à-dire   (ju*<'lle  ne   peut    se 
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cher  à  fonder  la  nécessité  dans  une  science  quelconque.  On 
peut  les  distinguer  (en  gros)  en  disant  que  l'un  est  le  principe 
([ue  Kant  cherche  dans  les  Prolc<^  orné  nés,  et  (jue  l'autre  est 
ceUii  (ju'il  cherche  dans  la  Critique  de  la  raison  pure.  On  peut 
pailir  de  rexlslence  de  la  science  comme  lait,  et  analyser  les 
raisoiiiienuMils  (ju'elle  em[)loie,  afin  de  découvrir  le  postulat 
londamenlal  dont  dépend  sa  possihiHté  logicpie;  dans  ce  cas, 
le  |)()stulal,  et  tout  ce  qui  découle  de  lui  seul,  sera  a  priori. 
(  )ii  ])ien  on  peut  prendre  pour  accordée  l'existence  de  Fohjet 
de  la  science,  comme  base  de  fait,  et  déduire  dogjnaticjuement, 
de  la  nature  essentielle  de  cet  o!)jet,  tous  les  principes  (|u'on 
en  peut  déduire.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  ce  n'est  pas  toute 
la  nature  empiricpie  de  cet  objet,  telle  ([u'elle  est  révélée  par  les 
reciierches  subsiMjuentes  de  notre  iicience,  ([ui  forme  le  prin- 
cipe; car  s'il  en  était  ainsi,  la  science  tout  entière  devi'ait,  natu- 
rellement, être  a  priori,  (/est  plutôt  cet  élément  de  Tobjet 
qui  rend  possible  la  branche  de  l'expérience  dont  traite  la 
science  en  cpiestion  (').  L'imp(U'tance  de  cette  distinction  ap- 
paraîtra plus  clairement  à  mesure  (|ue  nous  avancerons  (  "). 

8.  Ces  deux  principes  de  nécessité  coïncident  en  dernière 
analyse.  Les  méthodes  de  recherche  dans  les  deux  cas  dilïérent 
beaucoup,  mais  les  /résultats  ne  peuvent  diflerer.  Car  dans  le 
premier  cas,  par  l'analyse  de  la  science,  on  découvre  les  seuls 
[)Oslulats  sur  lesquels  puissent  s'appuyer  ses  raisonnements. 
Or,  si  le  raisonnement  est  impossible  dans  la  science  sans  un 
certain  postulat,  ce  postulat  doit  être  essentiel  à  l'expérience 
de  l'objet  de  cette  science,  et  ainsi  l'on  retrouve  le  second  prin- 
cipe. Néanmoins,  les  deux  méthodes  sont  utiles  comme  se 
conq^létant  Vuuc  l'autre  :  la  première,  parlant  de  la  science 


(•)  J'emploie  ici  le  mot  expérience  dans  le  sens  le  plus  large  possible, 
sens  tlans  lequel  le  mot  est  employé  par  liradley. 

(-)  Lorsque  la  hranclie  de  l'expérience  en  question  est  essentielle  à  toute 
expérience,  l'apriorité  qui  en  résulte  peut  être  regardée  comme  absolue; 
lors(|u'elle  n'est  nécessaire  qu'à  quelque  science  spéciale,  elle  [)eut  être  re- 
gardée comme  relative  à  cette  science. 


DÉFINITION   DU    PROBI.ÉMK.  7 

actuelle,  est  la  méthode  d'iiivesligation  la  plus  sûre  et  la  plus 
aisée,  tandis  que  la  seconde  païaît  être  la  [)lus  convaincanle 
pour  l'exposilion. 

9.  Le  [)lan  de  mon  élude  sera  donc  le  suivant  :  dans  le  [)re- 
mier  Chapitre,  comme  préliminaire  à  l'analyse  lo}(i((U('  de  la 
(jéomélrie,  je  ferai  brièvement  l'histoire  de  la  naissance  et  (hi 
développemenl  des  systèmes  non-euclidiens.  Le  second  (  lha|)ilre 
préparera  le  leriain  [)Our  une  théorie  conslructive  do  la  (îéo- 
méhie,  pai'  une  analyse  crili([ue  de  ([uel(jues  opinions  pliiloso- 
phiipirs  anlérieures;  dans  ce  (Chapitre,  je  tâcherai  de  monlrcM' 
ce  (pie  ces  opinions  ont  de  vrai  ou  de  faux,  et  d'établir  amsi, 
[)ar  une  discussion  préliminaire,  la  vérité  des  parties  de  ma 
propre  théorie  qui  se  trouvent  dans  les  auteurs  précédents. 
Mais  une  «grande  partie  de  cette  théorie  ne  peut  pas  être 
ainsi  introduite,  puisque  le  domaine  entier  de  la  Cîéométiie 
projective,  autant  qu'il  est  à  ma  connaissance,  a  été  jusqu'ici 
inconnu  des  philosophes.  Passant,  dans  le  troisième  Chapitre, 
de  la  critique  à  la  construction,  je  traiterai  tout  d'abord  de  la 
Géométrie  projective.  Je  démontrerai  que  celle-ci  est  nécessai- 
rement vraie  de  toute  forme  d'extériorité,  et  qu'elle  est  conq)lè- 
tement  a  priori,  attendu  qu'une  telle  forme  est  nécessaire  à 
l'expérience.  En  revanche,  dans  la  Géométrie  mélricjue,  <[ue  je 
considérerai  ensuite,  les  axiomes  se  répartiront  en  deux 
classes:  i°  ceux  qui  sont  communs  aux  espaces  euclitlien  et 
non-euclidiens;  on  trouvera,  d'une  part,  (pi'ils  sont  nécessaires 
à  la  possibilité  de  la  mesure  dans  un  continu  quelconcpie,  et, 
d'autre  part,  (pi'ils  sont  les  propriétés  essentielles  de  toute 
forme  d'extériorité  à  plus  d'une  dimension;  ils  seront  par 
consé([uent  déclarés  «/^/'/o//;  2"  ceux  (pii  distinguent  l'espace 
euclidien  des  espaces  non-euclidiens.  Ces  derniers  axiomes 
seront  regardés  comme  entièrement  empiriques.  Toutefois, 
l'axiome  (jui  fixe  à  trois  le  nombre  des  dimensions,  (pioicjuc  em- 
piri([ue,  sera  admis  comme  exactement  et  certainement  vrai  de 
notre  monde  actuel,  attendu  (pie  de  petites  erreurs  sont  impos- 
sibles à  ce  sujet;  tandis  (pie  les  deux  autres  axiomes,  cpii  détei-- 
minent  la  valeur  de    la    constante  spatiale,    seront  regardés 
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cher  à  fonder  la  nécessité  dans  une  science  quelconque.  On 
peut  les  distinguer  (en  gros)  en  disant  que  l'un  est  le  principe 
([ue  Kant  clierche  dans  les  Prolc^omciics,  et  que  l'autre  est 
celui  (pi'il  clierclie  dans  la  Crilique  do  la  l'aisoiipiij'c.  On  peut 
j)arlir  de  Texislence  de  la  science  connue  fait,  et  analyser  les 
raisonnements  (prdle  emploie,  afin  de  découvrir  le  postulat 
londameulal  dont  dépend  sa  possibilité  log;i<pie;  dans  ce  cas, 
le  postulai,  et  tout  ce  qui  tlécoule  de  lui  seul,  sera  a  priori. 
Ou  bien  on  [)eut  prendre  pour  accordée  l'existence  de  l'objet 
de  la  sciciu'e,  comme  base  de  lait,  et  déduire  dogmatiquement, 
de  la  nalurc  essenlielle  tle  cet  objet,  tous  les  principes  (ju'on 
en  peut  déduire.  Mais,  dans  ce  deinier  cas,  ce  n'est  pas  toute 
la  nature  empiri([uc  de  cet  objet,  telle  ([u'elle  est  révélée  par  les 
recherches  sul)S(''(|uentes  de  noire  .science,  ([ui  forme  le  prin- 
cipe; car  s'il  eu  était  ainsi,  la  science  tout  entière  devi'ail,  natu- 
rellement, élre  a  pi'iori.  ('/est  plutôt  cet  élément  de  l'objet 
(pii  reiul  possible  la  branche  de  l'expérience  dont  traite  la 
science  en  <[uestion  (').  I^'inqiortance  de  cette  distinction  ap- 
paraîtra plus  clairement  à  mesure  que  nous  avancerons  (-). 

8.  Ces  deux  principes  de  nécessité  coïncident  en  dernière 
analyse.  Les  mélliodcs  de  recherche  dans  les  deux  cas  difïërent 
beaucoup,  mais  les  résultats  ne  peuvent  différer.  Car  dans  le 
premier  cas,  par  l'analyse  de  la  science,  on  découvre  les  seuls 
postulats  sur  lesquels  puissent  s'appuyer  ses  raisonnements. 
Or,  si  le  raisonnement  est  impossible  dans  la  science  sans  un 
certain  postulat,  ce  postulat  doit  être  essentiel  à  l'expérience 
de  l'objet  de  cette  science,  et  ainsi  l'on  retrouve  le  second  prin- 
cipe. Néanmoins,  les  deux  méthodes  sont  utiles  comme  se 
complétant  Tune  l'autre  :  la  première,  partant  de  la  science 


(')  J'emploie  ici  le  mot  expérience  dans  le  sens  le  plus  large  possible, 
sens  dans  lequel  le  mot  est  eni|jloyé  par  liradley. 

(-)  l^orsque  la  branche  de  l'expérience  en  question  est  essentielle  à  toute 
expérience,  l'apriorité  qui  en  résulte  peut  être  regardée  comme  absolue; 
lorsqu'elle  n'est  nécessaire  qu'à  quelque  science  spéciale,  elle  peut  être  re- 
gardée comme  relative  à  cette  science. 
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actuelle,  est  la  méthode  d'invesli*^alion  la  plus  sûre  et  la  plus 
aisée,  tandis  que  la  seconde  [)aiait  être  la  [)lus  convaincanle 
pour  l'exposition. 

9.  Le  plan  de  mon  élude  sera  donc  le  suivant  :  dans  le  pre- 
mier Chapitre,  comme  préliminaire  à  l'analyse  loj;i<pie  d<'  la 
(jéométrie,  je  ferai  hrièvement  l'histoire  de  la  naissance  et  du 
développement  des  syslèmes  non-euclidiens.  Le  second  (  'hapilre 
préparera  le  terrain  [)Our  une  théorie  conslruetive  d<;  la  (iéo- 
inétrie,  par  une  analyse  criti(|ue  de  ([uel<[ues  opinions  philoso- 
phitpies  aniérieures;  dans  ce  (Miapitre,  je  tâcherai  de  montrer 
ce  (pie  ces  opinions  ont  de  vrai  ou  de  faux,  et  d^''lahlir  ainsi, 
par  une  discussion  préliminaire,  la  vérité  des  parties  de  ma 
propre  thé'orie  qui  se  trouvent  dans  les  auteurs  précédents. 
Mais  une  jj::rande  partie  de  celle  théorie  ne  peut  pas  être 
ainsi  introduite,  puisque  le  domaine  entier  de  la  Ciéométrie 
projective,  autant  qu'il  est  à  ma  connaissance,  a  été  jusqu'ici 
inconnu  des  philosophes.  Passant,  dans  le  troisième  Chapitre, 
de  la  critique  à  la  construction,  je  traiterai  tout  d'abord  de  la 
Géométrie  projective.  Je  démontrerai  que  celle-ci  est  nécessai- 
rement vraie  de  toute  forme  d'extériorité,  et  qu'elle  est  complè- 
tement a  priori,  attendu  (pi'une  telle  forme  est  nécessaire  à 
Tcxpérience.  En  revanche,  dans  la  Géométrie  métrique,  que  je 
considérerai  ensuite,  les  axiomes  se  répartiront  en  deux: 
classes:  i°  ceux  qui  sont  communs  aux  espaces  euclidien  et 
non-euclidiens;  on  trouvera,  d'une  part,  ([u'ils  sont  nécessaires 
à  la  possibilité  de  la  mesure  dans  un  continu  quelconque,  et, 
d'autre  part,  qu'ils  sont  les  propriétés  essentielles  de  toute 
forme  d'extériorité  à  plus  d'une  dimension;  ils  seront  par 
conséquent  déclarés  a  priori;  2**  ceux  qui  distinj^uent  l'espace 
euclidien  des  espaces  non-euclidiens.  Ces  derniers  axiomes 
seront  regardés  comme  entièrement  empiriques.  Toutefois, 
l'axiome  qui  fixe  à  trois  le  nombre  des  dimensions,  (pioicju»'  eiu- 
piri([ue,  sera  admis  comme  exactement  et  certainement  vrai  de 
notre  monde  actuel,  attendu  «pie  de  petites  erreurs  sont  inq)os- 
sibles  à  ce  sujet;  tandis  que  les  deux  autres  axiomes,  cpii  déter- 
minent la  valeur  de    la   constante  spatiale,   seront  regardés 
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comme  nV'Iaiit  coiimis  que  d'une  manirre  approchée,  el  comme 
n'étant  certains  que  clans  les  limites  des  erreurs  (r()l)sei'va- 
lion  (').  J'^nlin,  le  (jualrième  Chapitre  s'elîorcei'a  de  prouver 
ce  (pii  a  été  supposé  dans  le  r.ha|)itre  fil,  à  savoir  (pie  <pi('l(pic 
l'orme  (rexiériorité  est  nécessaire  à  re.\j)érience,  el  conclura 
en  monli'anl  (pie,  si  Ton  veut  (pie  la  connaissance  d'une  1<'II(; 
forme  soit  exempte  de  conlrad  ici  ions,  il  est  lo^i(pi('menl  im- 
possihle  d'v  faire  complètement  ahstraclion  de  tout  rap[)ort  à 
la  matière  contenue  dans  cette  forme. 

J'espcMM'  avoii"  abordé,  dans  cette  discussion,  toutes  les  (jiies- 
tions  imi)()i'lanles  iclalivcs  au\  fondements  de  la  fl<''oiu(''lrie. 


(')  Je  n'ai  f;iit  aiicuiK,'  niciilioii  de  ces  preuves  enipiiiqiies,  car  elles  me 
semblent  cnnsti[n(''es  par  le  coips  eiilicr  tic  la  Science  pliysi([iic.  Tonl ,  en 
IMiysiqiie,  depuis  la  loi  de  la  graNilalion  ju-^qu'à  la  const  rnct  ion  des  pniils, 
de|)uis  le  sj^ecl  rosco|)0  jusqu'à  l'art  de  la  na\igalion,  serait  pr<)fon(l('n)ent 
nuxlilié,  si  lin j)Otlièse  que  notre  es|)acc  actuel  est  euclidien  était  nolable- 
mcnl  incNacte.  I>a  vérilicalion  de  la  Science  pli\sique  par  l'observaliou  c<Jn- 
stitiie  donc  une  ]ir(Mnc  empirique  écrasante  ([iie  cette  liy|)()llicse  est  liés 
approximalivement  exacte,  sinon  même  riiioureuscment  vraie  ('). 

(')  Depuis  <|u/'  cet  Ouviago  :i  ]);irii.  l'iiiileiir  :i  liaité  ])liis  à  fi)iul  cette  questinii  dans  doux 
articles  j)ubliés  dans  la  Itc\'tic  de  Mclaphi/siqiic  et  de  Morale,  eu  lôpoiisc  aux  objectious  de 
MM.  Poiucaré  et  (^.outurat,  sous  les  titres  :  Les  axiontcs  j'^opies  à  Eiietide  sotil-i!s  empiriijiK's'f 
(novembre  iSpS)  ot  :  Sur  les  axiomes  de  la  Gcvmètrie  (  novembre  iSc)(|  ). 

{yole  du  traducteur ,) 
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10.  Lors(|u"iin  syslôme  l'iabli  depuis  longlonips  se  trouve 
aKacjué,  il  arrive  tronlinaire  que  Tallaquc  comnieiico  seule- 
nu  ul  sui-  un  point  unicpie,  où  la  faiblesse  de  la  doctrine  établie 
est  [>arliculièrenienl  évidente.  Mais  la  critique,  une  fois  en*^a<,^ée, 
est  capable  de  s'étendre  beaucoup  plus  loin  que  Taudace  la 
plus  glande  ne  l'aurait  tout  dabord  désiré. 

First  eut  the  liquéfaction,  wliat  eomes  last. 
But  Fichte's  élever  eut  at  God  himself?  ('j. 

Il  en  a  été  ainsi  de  la  Ciéométrie.  La  liquéfaction,  c'est- 
à-dire  le  point  faible,  de  l'ortbodoxie  euclidienne,  est  l'axiome 
des  parallèles,  et  la  Mélagéométrie  commença  lorsqu'il  fut 
reconnu  qu'il  est  impossible  de  démontrer  cet  axiome.  Avant 
(iauss,  tous  les  efl'orts  dans  cette  direction,  jusqu'à  celui  de 
Legendre  (-),  avaient  été  inspirés  par  l'espoir  de  déduire  cet 
axiome  des  autres;  espoir  qui,  nous  le  savons  maintenant,  était 
condamné  à  une  faillite  inévitable.  Legendre  définit  les  paral- 
lèles comme  des  droites  situées  dans  un  même  plan  et  telles 
que,  si  une  troisième  les  coupe,  la  somme  des  angles  intérieurs 
est  égale  à  deux  angles  droits.  11  prouve  sans  difficulté  que  de 

(')  0  Ruinez  d'ahord  la  liquéfaction,  qu'arrive-t-il  à  la  fin,  sinon  que  l'ha- 
bile Ficlite  ruine  Dieu  lui-même?  »  lioBEHT  Browning,  Bishop  Blou:,'ra/n's 
A/iology  (Apologie  de  l'évèque  Blougram).  Allusion  au  miracle  de  la  li(|ué- 
faclion  du  sang  de  «ainl  Janvier,  qui  se  produit  à  \aples  à  cortaities  dates 
fixes,  notamment  le  19  septembre.  {.\ote  du  traducteur .) 

(2)  ^oir  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  l'Institut  de 
France,  t.  XII,  i83J5,  pour  un  exposé  complet  de  ses  résultats,  a\eo  réfé- 
rences aux  travaux  antérieurs,  l  ne  énumération  des  plus  impoi  tantes  de  ces 
tentatives  se  trou^e  dans  Die  Théorie  der  Parallellinien  von  Fuklid  his 
au/  Gauss,  par  Stackicl  et  Kngki,,  Leipzig,  Teubner,  i8<j">. 
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telles  lii^ncs  ne  peuveilt  se  rencontrer,  mais  il  est  incapable  de 
prouver  (jiie  des  lignes  non  parallèles,  situées  dans  un  même 
plan,  doivent  se  rencontrer.  De  même,  il  réussit  à  prouver  (pie 
la  somme  des  angles  d'un  triangle  ne  peut  e.vcéder  deux  angles 
droits,  et  (pie,  si  un  seul  triangle  a  une  somme  d'angles  égale 
à  deux  droits,  tous  les  triangles  auront  la  même  somme;  mais 
il  lui  est  impossible  de  prouver  rexistence  de  ce  seul  triangle. 

11.   Ainsi  la  tentative  de  Legendre  avait  échoué;  mais  un 
simple  échec  ne  peut  rien  prouver.  Une  méthode  [)lus  hardi<', 
suggérée  par  Gauss,  fut  appli(piée  par  Lobatchevsky  et  par 
Bolyaï  indépendamment  Tuii  de   l'autre  (').    Si  l'axiome  des 
parallèles  peut  se  déduire  logiquement  des  autres,   on   doit, 
en  le  niant,  et  en  maintenant  le  reste,  aboutir  à  des  contradic- 
tions. Eu  consé(pience,  ces  trois  mathématiciens  alta(pièrent  le 
problème  indirectement  :  ils  nièrent  Taxiome  des  parallèles  et 
obtinrent  cependant  une  géomélric  logi(|uement  consé({uente 
avec  elle-même.  Ils  en  conclurent  (|ue  l'axiome  était  logi(pie- 
ment  indépendant  des  autres  et  essentiel  au  système  euclidien  . 
Leurs  travaux,  étant  tous  inspirés  par  ce  motif,  peuvent  être 
mis  à  part  comme  formant  la  première  période  dans  le  déve- 
loppement de  la  Métagéométrie. 

La  seconde  période,  inaugurée  par  Riemann,  eut  une  portée 
bien  plus  profonde;  elle  se  distingue  surtout  par  son  but  philo- 
sophique et  par  ses  méthodes  constructives.  Son  but  n'était  rien 
moins  qu'une  analyse  logi(pie  de  tous  les  axiomes  essentiels  de 
la  Géométrie,  en  regardant  l'espace  comme  un  cas  particulier 
du  concept  plus  général  de  muitipliclté.  Eu  s'appuyant  sur 
les  méthodes  de  la  Géométrie  analytique  métrique,  elle  établit 


(')  Cette  inélliode  avait  été  suggérée,  près  d'un  siècle  auparavant,  par 
un  Italien.  Saccticri.  Son  Ouvrage,  qui  semble  être  resté  presque  inconnu 
jusqu'à  ce  que  IJeltrami  le  découvrît  à  nouveau  en  1889,  est  '\n\.\\.yi\é  Euclides 
ab  omni  nae^^o  vindicatus,  etc.,  Mediolani,  lySS.  Ses  résultats  comprennent 
l'espace  spliérique  aussi  bien  que  l'espace  hyperbolique;  mais  ils  l'alarmèrent 
tellement  qu'il  a  consacré  la  dernière  moitié  de  son  Livre  à  les  réfuter.  Un 
travail  semblable  à  celui  de  Saccheri,  mais  meilleur  sous  certains  rapports, 
fut  celui  de  Lambert  :  Théorie  der  Parallellinien,  Leipzig,  1786.  (  Voir 
St'vckel  et  Engkl,  op.  cit.) 
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deux  systèmes  non-euclidiens  :  le  premier  était  celui  de  Lobat- 
chevsky;  le  second  (où  Ton  niait  aussi  l'axiome  de  la  ligne 
droite  sous  la  forme  doiinre  par  iùielide)  constituait  une  nou- 
velle variété,  appelée  sphén'quc  par  analogie.  I^'idée  directrice 
de  cette  période  est  la  mesure  de  la  courbure,  terme  inventé 
parGauss,  mais  appiicpié  par  lui  aux  surfaces  seuleuieiit.  (iauss 
avait  montré  que  la  libre  mobilité  sur  les  surfaces  n'est  possible 
«pie  loi"S([ue  leur  courbure  totale  est  constante;  lliemann  et 
llelmliollz  étendircut  cette  proposition  à  n  dimensions,  et  en 
firent  la  pi()[)riété  fondamentale  de  Tespace. 

Dans  la  troisième  période,  qui  commence  avec  Cayley,  le 
uiotif  pbilosopliiquc  qui  avait  poussé  les  premiers  pionniers 
est  moins  apparent  et  est  remplacé  par  un  espritplus  tecbnique 
et  plus  matliématique.  Au  point  de  vue  matbématique,  cette 
période  se  distingue  de  la  seconde  surtout  par  sa  métbode, 
cpii  est  projective  et  non  plus  métri<{ue.  L'idée  matliémati(|ue 
directrice  est  ici  TAbsolu  (Grundi^ebild),  figure  par  rapport 
à  la(|uelle  toutes  les  propriétés  métriques  deviennent  projec- 
tives.  Le  travail  de  Cayley,  qui  est  très  court  et  (|ui  attira  peu 
l'attention,  a  été  complété  et  aclievé  par  Klein,  ([ui  Fa  fait 
accepter  universellement.  Klein  a  ajouté  aux  deux  espèces  de 
géométrics  non-euclidiennes  déjà  connues  une  troisième,  qu'il 
appelle  elliptique  ;  celle-ci  ressemble  étroitement  à  la  géomé- 
trie spbéricpie  de  Helmlioltz,  mais  elle  s'en  distingue  par  cette 
importante  difîérence  que,  dans  cet  espace,  deux  lignes  droites 
ne  se  rencontrent  qu'en  un  seul  point  (').  Le  caractère  dis- 

(  ';  Le  premier  exposé  que  Iviein  ait  fait  de  la  géométrie  eltiptique,  comme 
résultat  de  la  théorie  projective  de  la  distance  de  Cayley,  parut  en  deu\ 
articles  intitulés  :  Ueber  die  sogeiiannte  Nicht-Euklidische  Géométrie,  I,  II 
{Malhematische  Anna/en,  t.  IV  et  VI;  1871-1872),  Sur  ta  Géoinélrie  dite 
non-euclidienne,  trad.  Laugel  (Paris,  llerniann,  1898).  Elle  a  été  plus  lard 
découverte,  d'une  manière  indépendante,  par  Newcomb  dans  un  article  inti- 
tulé :  Etementary  theorems  retating  to  the  Geometry  of  a  space  of  tlirce 
dimensions,  and  of  uniform  positii'e  cunature  in  the  fourtli  dimension 
{Journat  de  Cretle,  t.  83,  1877).  l'our  un  exposé  des  controverses  mathé- 
matiques concernant  la  Géométrie  elliptique,  voir  Ki.ein,  l'^orlesungen  liber 
Nicitt-Euktidisclie  Géométrie,  t.  I,  p.  284  et  suiv.;  (ioltingen,  i8()i.  (Cet 
Ouvrage  sera  cité  dans  la  suite  sous  le  titre  :  Niclit-Eul<tid.)  Une  bibliogra- 
phie de  la  littérature  non-euclidienne,  jusqu'à  l'année  1878,  a  été  donnée  par 
Halsted  dans  V American  Journal  of  Matliematics,  t.  I  et  II. 
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tinctif  des  espaces  représentés  par  ces  deux  géoméliies  est  (juc, 
comme  la  siiiface  de  la  sphère,  ils  sont  finis  mais  illimités.  La 
réduction  des  propriétés  métriques  aux  propriétés  projectives, 
comme  on  le  prouvera  dans  la  suite,  n'a  (pi'une  importance 
leclnii(pie;  en  revanche,  la  (léomélrie  [)roiective  est  en  me- 
sure de  ti'aiter  directement  les  propriétés  purement  descrij)- 
tives  ou  (pialitatives  de  Tespace  qui  sont  communes  aux  géo- 
méti'ies  euclidi<'nne  et  non-euclidiennes.  La  troisième  période 
a  donc  une  i;rande  importance  [)hilosophi(pie,  et  sa  méthode 
possède,  an  point  de  vue  mathémati(pie,  une  beauté  (;t  une 
unité  bien  plus  <;i\Tndes  (pie  celle  de  la  seconde;- elle  est  ca- 
pable de  traiter  tous  les  uemes  d'espaces  à  la  fois,  de  sorte  que 
cluupie  proposition  svnd)oli({ue  forme,  suivant  la  signification 
attribuée  aux  svinboles,  une  })roj>osition  dans  n'importe  quelle 
géométrie,  an  choix,  l^lle  a  l'avantage  de  piouver  cpie  des 
recherches  plus  étendues  ne  ])euvent  conduire  à  des  contradic- 
tions dans  les  systèmes  non-euclidiens,  sans  révéler  en  même 
temps  des  contradictions  dans  la  (iéoinétrie  euclidienne.  (Jes 
systèmes  sont  donc  logi(piement  aussi  valides  (jue  celui  d'iùi- 
clide  lui-même. 

Après  cette  rapide  esquisse  des  traits  caractéristi(]ues  des 
trois  périodes,  je  vais  procéder  à  un  exposé  plus  détaillé.  Je  me 
propose  d'éviter,  autant  que  possible,  tous  les  détails  mathé- 
matiques techniques,  et  de  mettre  en  relief  seulement  les  points 
fondamentaux  du  développement  mathématique  qui  paraîtront 
avoir  une  importance  logique  ou  philosophique. 


PREMIERE   PERIODE. 

12.  ] /initiateur  de  toute  la  Métagéométrie,  Gauss,  ne  paraît 
pas  avoir  donné,  en  ce  (|ui  concerne  strictement  la  Géomé- 
trie non-euclidienne,  autre  chose  que  des  résultats,  dans  aucun 
des  Mémoires  publiés  jusqu'ici  ;  ses  démonstrations  nous  restent 
inconnues.  Néanmoins,  il  fut  le  premier  à  rechercher  les  con- 
séquences de  la  négation  de  l'axiome  des  parallèles  ('),  et  il 

(')  ^  KitoNKSi:  {Grundziige  der  Géométrie,  traduction  allemande,  Leipzig, 
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communiqua  ces  conséquences  dans  ses  lettres  à  quelques-uns 
de  ses  amis,  j)arn)i  Ies(|uels  se  trouvait  Wolfjj^anj,^  Bolyaï.  La 
première  mention  de  ce  sujet  a{)j)araU  dans  ses  lettres  à  l'âge 
de  dix-huit  aiis;  ([uatre  ans  |)lus  lard,  en  i7<)9,  écrivant  à 
^^  .  Bolyaï,  il  énonrait  cet  inq)oitant  théorènu,'  qu'il  v  a,  dans 
la  géométrie  hy[)erljoli([ue,  un  maximum  à  Taire  d'un  triangle, 
(|uoi(|n'il  espère,  cette  fois  encore,  trouver  (piehpic  contradic- 
tion due  à  la  negaliou  de  l'aviome  des  parallèles.  De  ses  écrits 
postérieurs  il  ressort  (pi'il  avait  élaboré  un  système  presque 
aussi  conq)lel,  si  ce  n'est  tout  à  fait,  que  ceux  de  Lobatchevsky 
et  de  Bolyaï  ('). 

Il  im[)orle  de  rappeler,  toutefois,  ([ue  le  travail  de  Gauss  sur 
la  courbure,  (pii,  lui,  fut  publié,  avait  posé  les  fondements  de 
toute  la  méthode  de  la  seconde  période,  et  qu'il  fut  entrepris, 
(ra|)rès  Iliemann  et  Helmholtz  (- ),  en  vue  d'une  recherche 
(inédile)  sur  les  fondements  de  la  Géométrie.  En  raison  de  leur 
méthode,  ses  travaux  dans  ce  sens  seront  mieux  à  leur  place 
dans  la  seconde  période,  mais  il  est  intéressant  d'observer  cpie 
Cîauss,  comme  beaucoup  de  précurseurs,  se  trouve  à  la  tète 
de  deux  tendances  qui  divergèrent  par  la  suite. 

13.  Lobatchevsky,  professeur  à  IL  niversité  de  Kasan,  publia 
d'abord  ses  résultats  en  langue  russe,  dans  les  Comptes  rendus 
de  cette  Université,  en  1829-1830.  A  cause  de  celte  double  obs- 
curité de  langue  et  de  lieu,  ils  attirèrent  peu  l'attention,  jusqu'à 
ce  qu'il  les  eût  transportés  en  français  ('^)  et  en  allemand  ('); 

1894;  p.  G38;  nie  la  priorité  de  Gauss  coiiiine  inventeur  d'un  système  non- 
euclidien,  quoiqu'il  admette  qu'il  a  été  le  |)remier  à  regarder  l'axiome  des 
parallèles  comme  indémontrable.  Les  raisons  tju'il  donne  de  la  prenuére 
assertion  ne  nous  paraissent  guère  probantes.  Four  la  preuve  du  contraire,  t'o//- 
Klein,  Aicht-Euldid,  t.  I,  p.  171  à  171;  Stackel  et  Engel,  op.  cit.,  p.  uiQ 
à  235,  -liÇ)  et  2Jo. 

(')  loir  sa  correspondance  avec  Schumaclier,  t.  II,  p.  .iG8  ;  cf.  V/.\r/rail 
de  la  Correspondance  de  Gauss  et  de  Schumacher,  ap.  Lobatciievskv, 
Jiecherches  géoniétri<jues .  .  . ,  liuilncùoiï  lloiicl,  p.  i't  à  .\i.  Paris,  llcrmann, 
iSy'). 

(^)  Cf.  IIelmiioltz.   Wissenscha/tliche  Aùhand/un:,^cn,  t.  Il,  p.  (iii. 

(•')  Géométrie  inui^inaire,  ap.  Journal  de  Crelh\  t.  WII;  1837. 

(  '•)  Geometrische   Untersuchungen    zur    Théorie    der    l'aratlellinien, 
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môme  alors  ils  ne  paraissent  pas  avoir  obtenu  la  notoriété  qu'ils 
mérilenl,  jus(|u'à  ce  que  Beltrami,  en  18G8,  délerràt  larlicle 
du  Journal  de  Crclle  et  en  fit  le  thème  d'une  brillante  iuler- 
prélalion. 

DausTlnlroduclion  do  sou  Opuscule  allemand,  Lobalcliovskv 
déplore  le  peu  d'intérêt  que  ses  compatriotes  ont  pris  à  ses 
écrits  et  le  peu  d'attention  (jue  les  mathématiciens,  depuis  la 
tentative  avortée  de  LegfMidiv,  ont  j)rété  aux  difficultés  de  la 
Théoiie  i\v'>  ])arallèles.  J^e  corps  de  TOuvraj^e  commence  par 
l'énoncé  de  plusieurs  propositions  imj)orlanlesqni  sont  valal)les 
dans  le  système  ])roposé  aussi  bien  (pie  dans  celui  dJuiclide  : 
quelques-unes  d'entre  elles  sont  dans  tous  les  cas  indépendantes 
de  l'axiome  des  parallèles,  tandis  que  les  autres  en  deviennent 
indéj)endantes  si  l'on  substitue  au  mot  «  parallèle  »  Texpres- 
sion  «  qui  ne  se  coupent  pas  si  loin  qu'on  les  prolonge  ».  Vient 
ensuite  une  définition,  formulée  intentionnellement  de  manière 
à  contredire  celle  d'J'Aiclidc  :  Par  rapport  à  une  droite  donnée, 
toutes  les  autres  droites  du  même  plan  j)euvent  cire  réparties 
en  deux  classes,  celles  qui  coupent  la  droite  donnée  et  celles 
qui  ne  la  coupent  pas;  une  ligne  qui  forme  la  limite  entre  ces 
deux  classes  est  appelée  parallèle  à  la  droite  donnée.  11  s'ensuit 
que,  par  chaque  point  extérieur  à  la  droite,  on  peut  lui  mener 
deux  parallèles,  une  dans  chaque  direction.  De  ces  prémisses 
on  déduit  une  série  de  propositions  par  la  méthode  synthétique 
d'Euclide;  la  plus  importante  est  que,  dans  un  triangle,  la 
somme  des  angles  est  toujours  inférieure  ou  toujours  égale  à 
deux  droits;  dans  ce  dernier  cas,  le  système  tout  entier 
devient  orthodoxe.  On  établit  aussi,  avec  la  géométrie  sphé- 
rique,  une  certaine  analogie  (dont  on  découvrira  plus  tard  la 
signification  et  Textension),  qui  consiste  en  gros  dans  la  substi- 
tution des  fonctions  hyperboliques  aux  fonctions  circulaires. 


Heilin,  iS^o;  rôiniprimé  à  lîcrlm.  1887.  Traduit  en  anglais  par  IIalstkd,  à 
Aiisiin  (Texas,  Etals-Unis),  4"  é<lilion;  1899..  Traduit  en  français  par 
J.  HuiËL.  Etudes  géoni'triques  sur  la  Théorie  des  parallèles,  suivies 
d'un  extrait  de  la  correspondance  de  Gauss  et  de  Scliuniaclicr,  18G6;  réim- 
prime par  Ilermann.  Paris,  i8()j. 
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11.  Le  système  do  Joliann  Holyaï  resscnil)le  bcaiicoiij)  au 
précédent,  à  ce  point  que  Tindépendance  des  deux  travaux 
semble  presque  incroyable,  quoiqu'elle  soit  un  fait  bien  établi. 
Jobann  Bolyaï  publia  la  pivmière  fois  ses  résultats  en  i83ri, 
dans  un  Appendice  à  un  Ouvrage  de  son  père  Wolfg-anfj:,  inti- 
tulé :  A ppcndîx,  scient iain  spalii  absoluù^  veram  c.i/iihcns,  a 
vcrilalc  aul  fahitatr  a.riomatis  XI  EucUdei  (a  priori  liaud 
unquani  dccide/ida)  i/tdcpc/idcntem;  adjecta,  ad  casuni 
falsilatis,  qiiadralura  circuli  gcometrica.  (lauss,  dont  il 
élail  devenu  Tanii  intime  au  collège  et  le  resta  toute  sa  vie, 
avail  correspondu  avec ^^olfg•ang•  Bolyaï,  au  sujet  de  la  tbéorie 
{l<'s  parallèles,  et  il  avait  coutume  de  dire  que  celui-ci  était  le 
seul  bomme  qui  appréciât  ses  spéculations  pbilosopbiques  sur 
les  axiomes  de  la  Géométrie;  néanmoins,  A\olfgang  paraît 
avoir  conservé  Tespoir  de  trouver  nnc  démonstration  de 
Taxiome  des  parallèles,  jusqu'à  ce  que  son  fils,  indépendam- 
ment de  lui  et  de  Gauss,  découvrît  son  système  byperbo- 
li<pic  (').  Les  œuvres  des  deux  Bolyaï  sont  très  rares,  et  je  ne 
connais  leur  métbode  et  leurs  résultats  que  par  les  traductions 
de  Friscbauf  et  de  Ilalsted  (^).  Ce  système  ressemble  beaucoup 
à  celui  de  Lobatcbevsky,  tant  par  la  métbode  que  par  les  résul- 


(')  Klein  présume  ( i\ic/i(-Eiik/ù/,  t.  I)  que  J.  IJolyai  et  Lobiilchevsky 
furent  tous  deux  amenés  à  leurs  recherches  par  Gauss.  Il  semble  impossible 
(le  se  prononcer  sur  la  vérité  de  cette  hypothèse.  Mais  ce  qui  me  paraît  hors 
(le  doute,  c'est  que  la  conception  dune  géométrie  ncTii-euclidienne  par 
J.  Bolyaï  ne  jirovint  ni  de  son  père,  ni  de  Gauss,  et  fut  sa  découverte  per- 
sonnelle et  indépendante.  C'est  ce  qui  ressort  de  ses  lettres  et  de  celles  de 
Gauss  et  de  W.  Bolyaï.  Voir  Stackel  et  Kngel,  op.  cit.,  et  Gauss,  les  deux 
Bolvdï  et  la  Géométrie  non-euclidienne,  traduit  par  L.  l^augel,  Paris, 
Gauthier-\  illars.  iHijj.  IMon  attention  a  été  appelée  sur  les  lettres  en  question 
|>ar  un  compte  rendu  du  j>résent  Ouvrage,  dû  à  i\I.  G.-B.  Ilalsted,  dans  la 
Revue  américaine   Science,  24  se|)tembre  i8<)7  {Note  ajoutée  par  l'auteur.) 

(2)  I^'rischal'f,  Absolule  Géométrie,  nach  Joliann  Bolyaï,  \.c'\\)/À'^,  1877.; 
Hai-STED,  The  Science  absolutc  of  space,  traduit  du  latin,  4'  édition. 
Vustin  (Texas,  Etals-Unis),  i8(jO. 

La  science  absolue  de  l'espace,  indépendante  de  la  vérité  ou  de  la 
fausseté  de  l'axiome  AI  d'Euclide  {que  l'on  ne  pourra  jamais  établir 
a  priori),  et  démonstration  fie  la  (juadrature  péométri(jue  du  cercle 
dans  le  cas  de  la  fausseté  de  l'axiome  AI,  par  Ji;an  Iîolvaï,  traduit  par 
J.  IloiËL,  18G8;  réim|)rimé  par  llermann,  Paris,  i8(j(i. 
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lais,  de  sorte  que  ni  celle  mélhoclc  ni  ces  résultais  n'onl  ])esoin 
de  nous  relenir  ici.  Seuls  les  postulais  initiaux,  (]ui  sont  plus 
explicites   (pie    ceux  de  ljoI)alchevsky,   méritent  d'atlinM'   un 
inslaiil  ralleution.  LMulroduction  de  Friscliauf,  (pii  a  nu  air 
pluloso])hi(iue  et  newlouieu,  coinmencc  par  poser  (pie  la  (jéo- 
inélrie  a  pour  objet  l'espace  a])solu  (vide),  obtenu  en  faisant 
abstraction  de  tous  les  corps  ([u*il  contient;  que  deux  ligures 
sont  appelées  co/nj^f/c/i/cs  lorsrprelles  ne  dilïèrenl  (pie  par  la 
position,  et  (pie   l'axiome  de  conj^ruence  est  indispensal)le  à 
toute  détermination  de  (pianlilés  spatiales.  La  congrueuce  se 
rapporterait  aux  corps  géométriques,  privés  de  toutes  les  pro- 
priétés des  corps  ordinaires,  excepté  rimpt'nétrabililé  ('  ).  La 
Ii«,nie  droite  est  définie  comme  étant  déteruiinée  par  deux  de  ses 
points  (-),  et  un  plan  par  trois.  Nous  trouverons,  par  la  suite, 
(pie   ces  prémisses,  avec   une  légère  exception   pour   la  ligne 
droite,  sont  essentielles  à  toute  (iéométr-ie.  -Fai  attiré  rallenlion 
sur  ces  prémisses,  parce  (ju'on  croit  souvent  que  les  inétagéo- 
mèlres   nient  Taxiome  de  congruence,  ce  (pii,    ici  et  ailleurs, 
n'est  jamais  le  cas.  L'importance  attribuée  à  cet  axiome  par 
Bolyaï  est  due  probablement  à  rinduence  de  Gauss,  dont  le 
travail  sur  la  courbure  des  surfaces  a  servi   de  fondement  à 
l'emploi  (pie  llelmlioltz  a  fait  de  la  congruence. 

15.  Il  importe  de  rappeler  que,  pendant  la  période  que  nous 
venons  de  passer  en  revue,  la  Géométrie  byperbolique  n'a 
(ju'un  but  indirect;  le  motif  (]ui  dirige  tout  ce  travail  n'est 
pas  de  prouver  la  vérité  de  celle-ci,  mais  d'établir  que  l'axiome 
des  parallèles  est  logi([uement  indépendant  des  autres  axiomes.- 
Si,  en  niant  Taxiome  des  parallèles  et  en  conservant  le  reste, 
on  peut  obtenir  un  système  exempt  de  contradictions  lo- 
giques, il  s'ensuivra  que  l'axiome  des  parallèles  ne  peut  pas 
être  iuiplicitemeut  contenu  dans  les  autres.  Dans  ce  cas,  toute 


(';   lOtuJM.vxN,  Axiome  der  Géométrie,  p.  26. 

(■-j  l.uhatclievsky  et  lîolyaï,  comme  le  remarque  A'eronesc,  parlent  tous 
doux  plutùl  (lu  couple  de  points  que  de  la  distance.  (  Voir  I^hisciiali",  Abso- 
lute  (Jeomclrie,  Anliang.; 
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Icnlalive  pour  se  passer  de  cet  axiome,  comme  celle  de  Le- 
gendre,  est  vouée  à  un  échec  ;  lùiclide  doit  subsister  ou  tomber 
avec  l'axiome  suspecté.  Naturellement,  il  restait  possible  que 
des  développements  ultérieurs  révélassent  des  contradictions 
latentes  dans  ces  systèmes.  Mais  cette  possibilité  fut  écartée 
par  l'œuvre  plus  directe  et  plus  constructive  de  la  seconde 
période,  sur  laquelle  nous  devons  maintenant  porter  notre 
attention. 

DEUXIÈME  PÉRIODE. 

16.  Pendant  près  d'un  quart  de  siècle,  l'œuvre  de  Lobat- 
clievsky  et  de  Bolyaï  resta  sans  résultat;  et  encore,  les  re- 
cherches de  Iliemann  et  de  Helmholtz,  quand  elles  parurent, 
semblent  avoir  été  inspirées,  non  par  ces  auteurs,  mais  plutôt 
par  Gauss  (')  et  Herbart.  Nous  trouvons,  en  conséquence,  une 
très  grande  difîérence  entre  la  première  période  et  la  seconde, 
au  point  de  vue  du  but  et  de  la  méthode.  La  première,  com- 
mençant par  la  critique  d'un  seul  point  du  système  d'Euclide, 
conserva  sa  méthode  synthétique,  tout  en  rejetant  un  de  ses. 
axiomes.  La  seconde,  au  contraire,  guidée  par  un  esprit  plutôt 
philosophique  que  mathématique,  entreprit  de  classer  le  con- 
cept de  l'espace  comme  une  espèce  d'un  concept  plus  général  : 
elle  traita  l'espace  algébriquement,  et  les  propriétés  qu'elle  lui 
attribuait  furent  exprimées  non  en  termes  d'intuition,  mais  en 
termes  d'algèbre.  Le  but  de  Iliemann  et  de  Helmholtz  était  de 
montrer,  par  l'exposition  d'alternatives  logiquement  possibles, 
la  nature  empirique  des  axiomes  admis.  A  celte  fin,  ils  con- 
çurent l'espace  comme  une  espèce  particulière  de  multiplicité, 
et  montrèrent  que  diverses  relations  de  grandeur  (Massicr- 
hàllnisse)  étaient  mathématiquement  possibles  dans  une  mul- 
tiplicité étendue.  Leur  philosophie,  qui  ne  me  semble  pas  tou- 
jours irréprochable,  sera  disculée  dans  le  Chapitre  11;  ici,  bien 

(1)  Cf.  Stallo,  Concepts  of  modem  Physics,  p.  x\'^.  Traduit  cii  français 
SOUS  le  titre  :  La  Matière  et  la  Physique  moderne  {Bibliothèque  scienti- 
fique internationale,  Vol.  XLNIIl,  •>'  édition,  Cliap.  XIII,  \\.  1G2.  Alcan  ; 
18.JI). 

H.  a 
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(ju'il  importe  de  rappeler  le  mobile  philosophique  de  Uiemann 
et  de  Ilelmhollz,  nous  restreindrons  notre  attention  au   côté 
mathématique  de  leur  œuvre.   Par  là,   tout  en   risquant  de 
mutiler  quelque  peu  le  système  de  leurs  pensées,  nous  assié- 
rons au  sujet  une  unité  plus  circonscrite  et  nous  donnerons  un 
exposé  plus  cohérent  du  développement  purement  mathéma- 
tique. Mais  il  y  a,  à  mon  avis,  une  autre  raison  pour  séparer  la 
partie  philosophique  de  leurs  travaux  de  la  partie  mathéina- 
ticpie.  Tandis  que  leur  but  philosophique  était  de  prouver  (jue 
lous  les  axiomes  sont  empiriques  et  qu'ils  seraient  tous  autres 
si  le  conlenu  de  notre  expérience  était  différent,  le  résultat  invo- 
lontaire de  leur  travail  mathématique  fut,  si  je  ne  me  trompe, 
de  fournir  des  matériaux  pour  une  déduction  a  priori  de  cer- 
tains axiomes.  Bien  qu'ils  n'admissent  pas  la  nécessité  de  ces 
axiomes,  ils  les  introduisaient  constamment  dans  leurs  travaux 
mathématiques,  avant  de  poser  les  fondements  des  systèmes 
non-euclidiens.  Je  soutiendrai,  dans  le  Chapitre  IJI,  (|ue  cette 
conservation  de  quelques  axiomes  était  loj^iquemcnt  inévitable 
et  n'était  pas  due  uniquement,  comme  ils  le  croyaient,  au  désir 
de  se  conformer  à  Texpérience.  Si  mon  opinion  est  juste,  il  y  a 
ici  une  divergence  entre  Riemann  et  Helmholtz  philosophes, 
et  Riemann  et  Helmholtz  mathémalicicns.  C'est  pourquoi  il  est 
préférable   de    retracer   le   développement  mathématique    eu 
dehors  des  théories  philosophiques  qui  les  accompagnent. 

17.  Le  Mémoire  de  Riemann  :  Uebcr  clic  Ilypolhesen 
\y  fiche  dcr  Gcometrie  zu  Grundc  lie  g  en  (')  qui  a  fait 
époque,  fut  écrit  et  lu  dans  un  petit  cercle  (-)  en  i854;  mais 
comme  Taulcur  désirait  y  apporter  quelques  changements,  ce 


(')  OEuvres  complètes,  p.  23:)-'i68. 

La  tlisserlation  de  liiKMAX.v  a  été  traduite  en  français  par  J.  IIouel,  dans 
les  Annali  di  Maternai ica,  ,>/  série,  t.  III;  1870.  La  traduction  de  HouEi. 
ligure  aussi  dans  les  Œuvres  mathématiques  de  Riemann  (traduction 
Lalgel),  pages  280  à  299  (  Paris,  Gautliior-Villars;  1898).  Il  existe  également 
un  tirage  à  part  de  celte  traduction,  chez  Hermann  (Paris;  1893)  . 

(-)  C'était  une  Thèse  d'habilitation  qui  fut  soutenue  devant  un  jury  présidé 
par  Gauss.  {Note  de  M.  L.  Couturat.) 
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travail  resta  inédit  jusqu'en  18(57,  «^^"po^uc  où  il  fut  publié  par 
ses  exécuteurs  testamentaires.  Les  deux  concepts  fondamentaux, 
dont  l'invention  fait  l'importance  liistoriquc  de  cette  disser- 
tation, sont  celui  de  la  luiillipUcité  (')  et  celui  de  la  courbure 
d'une  mullii)licité.  Le  premier  concept  a  un  intérêt  surtout 
philosophique,  et  a  pour  but  principal  de  représenter  l'espace 
comme-  un  cas  particulier  d'une  notion  plus  générale.  J'aurai 
beaucoup  à  dire,  dans  le  Chapitre  II,  sur  celte  face  de  la 
multiplicité;  sa  fac<î  mathématique,  qui  seule  nous  occupe 
ici,  est  moins  complicjuée  et  moins  fertile  en  controverses.  Le 
second  conce[)t  a,  lui  aussi,  un  double  objet,  mais  son  emploi 
mathématique  est  le  plus  important.  Nous  allons  étudier  tour 
à  tour  ces  deux  notions. 

18.  (1)  Concept  d'une  multiplicité  (^).  —  Le  dessein  général 
de  la  dissertation  de  Riemann  est  de  présenter  les  axiomes 
comme  des  étapes  successives  dans  la  classification  de  Fespèce 
nommée  espace.  Les  axiomes  de  la  Géométrie,  semblables 
aux  attributs  d'une  définition  scolastique,  apparaissent  comme 
les  déterminations  successives  de  concepts  de  classe,  abou- 
tissant à  l'espace  euclidien.  On  a  ainsi,  au  point  de  vue  ana- 
lytique, une  formule  presque  aussi  logique  et  aussi  précise 
([u'on  peut  le  désirer,  et  qui,  par  son  caractère  de  classifi- 
cation, semble  ne  devoir  contenir  rien  de  superflu  ou  de  sura- 
bondant; et  Ton  obtient  explicitement  les  axiomes  sous  la 
forme  la  plus  désirable,  c'est-à-dire  comme  des  attributs  du 
concept  de  Fespace.  En  revanche,   il  est  dommage  ([ue  Rie- 


(')  Nous  traduisons  par  multiplicité  le  mot  anglais  inanifold,  corres- 
pondant au  mol  allemand  Mannichfaltigkeit,  que  Ilouël  rend  par  le  mol 
variété  dans  sa  traduction  du  Mémoire  de  Riemann  :  Sur  les  hypothèses 
qui  servent  de  base  à  la  Géométrie.  {Note  du  traducteur.) 

(2)  Pour  l'histoire  de  ce  mol,  voir  Stali-o,  Concepts  of  modem  Physics, 
p.  ■i't'6,  ou  sa  traduction  française  :  T^a  Matière  et  la  Physique  moderne, 
Chap.  XIV,  p.  202.  Déjà  employé  par  Kant,  il  fut  adoplé  par  llerbarl  avec 
presque  le  même  sens  qu'il  a  chez  Riemann.  Hcrbart,  cependant,  fait  aussi 
usage  du  mot  lîeihenform  pour  exprimer  une  idée  analogue.  \'oir  Psycho- 
logie ah  Wissenschaft,  t.  I,  §  100.  et  t.  II,  i^  i;}î),  où  l'analogie  établie  par 
Riemann  entre  l'espace  el  les  couleurs  est  aussi  suggérée. 
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mann,  en  conformité  avec  la  tendance  niétri(jnc  de  son  temps, 
ait  regardé  l'espace  comme  étant  primitivement  une  {gran- 
deur (')  ou  un  assemblage  de  grandeurs,  où  le  problème  prin- 
cipal consiste  à  assigner  des  (pianlités  aux  différents  éléments 
ou  points,  sans  avoir  égard  à  la  nature  qualitative  des  quantités 
assignées.  Cela  jette  une  grande  obscurité  sur  toute  la  nature 
de  la  grandeur  (^).  Cette  conception  de  la  Géométrie  est  le  fon- 
dement de  la  définition  de  la  multiplicité,  comme  du  concept 
général  dont  Tespace  forme  un  cas  particulier.  Cette  définition, 
qui  n'est  pas  très  claire,  peut  être  présentée  de  la  manière 
suivante. 

f9.  Les  notions  de  grandeur,  suivant  Riemann,  ne  sont  pos- 
sibles c]ue  là  où  Ton  a  un  concept  général  capable  de  déter- 
minations diverses  (Bcstim/uii/ts^sweisen).  Les  diverses  déter- 
minations de  ce  concept  forment  ensemble  une  multiplicité, 
qui  est  continue  ou  discrète,  suivant  que  le  passage  d'une 
détermination  à  une  autre  est  continu  ou  discontinu.  Les 
fragments  particuliers  d'une  multiplicité,  ou  quanta,  peuvent 
être  comparés  entre  eux  par  le  dénombrement  quand  elle  est 
discrète,  et  par  la  mesure  quand  elle  est  continue.  «  La  mesure 
consiste  dans  la  superposition  des  quantités  à  comparer.  Si  cette 
superposition  est  impossible,  les  quantités  ne  peuvent  être  com- 
parées que  lorsque  l'une  d'elles  fait  partie  d'une  autre,  et  Ton 
ne  peut  décider  alors  que  du  plus  ou  du  moins,  et  non  du 
combien  grand  (^)  »  (p.  25(3).  On  obtient  ainsi  le  concept 
général  d'une  multiplicité  à  plusieurs  dimensions,  doutTespace 
et  les  couleurs  sont  cités  comme  des  cas  particuliers.  Riemann 
attribue  à  Tabsence  de  ce  concept  «  Tobscurité  »  qui,  au  sujet 
des  axiomes,  a  régna  d'Euclide  à  Legendre  »  (p.  '>.5/i).   Et 


(')   Cf.  le  «  concept  quantitatif  de  l'espace  »   d'Erdmann. 

(*)  Cf.  Veronese,  oj).  cit..  p.  (S'\i  :  «  liiemann  est  obscur  dans  sa  défini- 
tion du  concept  de  grandeur.  »  Voir  aussi  toute  la  critique  qui  suit  dans 
Veronese. 

(3;  Œuvres  matliéniatiques,  trad.  Houel,  p.  28;>.-283;  tirage  à  part,  p.  3. 

(  Vo/e  du  traducteur.) 


HISTOIRE   SOMMAIRE   DE   LA   MÉTAGÉOMÉTRIE.  21 

sans  doute,  Riemann  a  réussi,  au  point  de  vue  algébrique,  a 
exposer,  bien  plus  clairement  qu'aucun  de  ses  prédécesseurs, 
les  axiomes  qui  distinguent  la  grandeur  spatiale  des  autres 
grandeurs  dont  s'occupent  les  Mathématiques.  Mais,  en  sup- 
posant dès  le  début  que  l'espace  peut  être  regardé  comme  une 
grandeur,  il  a  été  amené  à  poser  le  problème  ainsi  :  «  Quelle 
.espèce  de  grandeur  est  l'espace  ?  »  plutôt  que  comme  suit: 
«  Que  doit  être  l'espace  pour  qu'on  puisse  le  regarder 
comme  une  grandeur  quelconque?  »  Il  ne  conçoit  pas  non  plus 
(il  est  vrai  que  bien  peu  de  savants  le  concevaient  à  son 
époque)  qu'on  puisse  construire  une  géométrie  complète  qui  ne 
traite  en  aucune  façon  l'espace  comme  une  grandeur.  Aussi, 
bien  qu'il  ait  défini  la  nature  des  grandeurs  spatiales  de  la 
manière  la  plus  satisfaisante  pour  les  besoins  de  l'Analyse,  sa 
définition  de  l'espace  comme  une  espèce  de  multiplicité  laisse 
dans  l'obscurité  le  vrai  fondement  de  cette  nature,  qui  réside 
dans  la  nature  de  l'espace  conçu  comme  un  système  de  rela- 
tions, et  est  antérieure  à  la  possibilité  de  le  regarder  comme  un 
ensemble  de  grandeurs  quelconque. 

Arrivons  maintenant  au  développement  mathématique  des 
idées  de  Riemann.  Nous  l'avons  vu  déclarer  que  la  mesure 
consiste  dans  la  superposition  des  quantités  à  comparer.  Mais, 
continue-t-il,  pour  que  la  superposition  puisse  être  un  moyen 
de  déterminer  des  quantités,  il  faut  que  ces  quantités  soient 
indépendantes  de  leur  position  dans  la  multiplicité  (p.  209). 
Cela  peut  arriver,  dit-il,  de  plusieurs  manières  :  et,  pour 
choisir  la  plus  simple  de  toutes,  il  suppose  que  la  longueur  des 
lignes  est  indépendante  de  leur  position.  On  serait  bien  aise  de 
connaître  quels  autres  moyens  sont  possibles  ;  pour  ma  part,  je 
ne  puis  imaginer  aucune  autre  hypothèse  où  la  grandeur  serait 
indépendante  du  lieu.  Mais  passons  outre;  par  le  fait  que  la 
mesure  consiste  dans  la  superposition ,  le  problème  devient 
identique  à  la  détermination  de  la  multiplicité  la  plus  générale 
où  les  grandeurs  soient  indépendantes  du  lieu.  Gela  nous  amène 
à  l'autre  notion  fondamentale  de  Riemann,  qui  me  paraît 
encore  plus  fructueuse  en  Géométrie  que  celle  de  la  multiplicité. 


20.  (2)  Courbure  (').  —  Cette  notion  est  due  à  Gauss,  mais 
il  ne  Tavait  appliquée  qu'aux  surfaces;  la  nouveaulé,  dans  la 
dissertation  de  Ricmann,  consiste  à  Tétendre  à  une  mullipli- 
citê  à  n  dimensions.  Mais  cette  extension  est  assez  briève- 
ment et  obscurément  exprimée,  et  a  été  encore  plus  obscurcie 
par  les  essais  d'exposition  populaire  qu'en  a  faits  Ilelmliollz. 
Le  terme  courbure^  en  outre,  prête  à  Féquivoque,  de  sorte  que 
cette  expression  a  été  la  source  de  plus  de  malentendus,  même 
parmi  les  mathématiciens,  que  toute  autre  en  Pangéomélrie. 
On  a  souvent  oublié,  malgré  l'assertion  explicite  de  lïelm- 
holtz  (*),  que  la  courbure  d'une  multiplicité  à /?  dimensions 
est  une  expression  purement  analytique,  qui  n'a  qu'une  affinité 
symbolique  avec  la  courbure  ordinaire.  Si  on  l'applique  à  l'es- 
pace à  trois  dimensions,  c'est  une  erreur  complète  que  de  croire 
cju'elle  implique  un  espace  plan  h  quatre  dimensions;  aussi 
emploierai-jc  généralement,  à  la  place,  le  terme  constante 
spatiale  (^).  Néanmoins,  comme  cette  notion  est  née  bistori- 
quement  de  celle  de  la  courbure,  je  vais  exposer  très  briève- 


(')  Nous  traduisons  simplenicnl  par  coii/'/^wre  l'expression  anglaise  mca- 
sure  of  curvature,  qui  correspond  à  l'allemand  Ki-iimtnungsinass  cl  au  latin 
mensura  ciwK'aturœ.  ]\I.  Jordan,  adoptant  dans  son  Cours  d' Analyse  Va 
terminologie  de  Gauss,  entend  par  courbure  totale  {curvatiira  totalis  seu 
intégra)  d'une  portion  de  surface  continue  circonscrite  par  une  courbe  fer- 
mée, l'aire  a'  de  son  image  spliérique,  c'est-à-dire  de  la  portion  de  surface 
découpée  sur  la  sphère  de  rayon  i  par  les  rayons  menés  parallèlement  aux 
normales  à  la  surface  en  tous  les  points  de  la  courbe  fermée.  Il  appelle  cour- 
bure moyenne  de  cette  même  portion  de  surface  (finie)  le  rapport  de  Taire 
a'  de  son  image  sphérique  à  son  aire  propre  j.  Enfin,  il  définit  la  courbure 
de  la  surface  en  un  point  {mensura  cunaturce  de  Gauss),  la  limite  vers 
laquelle  tend  la  courbure  moyenne  dune  portion  de  surface  qui  contient  ce 
point  et  qui  tend  à  s'y  réduire.  C'est  cette  dernière  quantité  qui  est  égale  au 
produit  des  deux  courbures  principales  de  la  surface,  c'est-à-dire  à  l'inverse 
du  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  au  point  consitléré.  Si  X  est  la 
courbure  en  chaque  point  ou  élément  de  surface  ds,  la  courbure  totale  dune 
surface  finie  est /A  rfj,  intégrale  étendue  à  tous  les  éléments  de  celte  sur- 
face. En  particulier,  la  courbure  totale  d'un  triangle  formé  par  trois  lignes 
géodésiques  est  égale  à  Vexcès  (positif  ou  négatif)  de  la  somme  de  ses  angles 
sur  deux  droits.  On  sait  d'ailleurs  que  c'est  cet  excès  qui  mesure  l'aire  d'un 
triangle  sphérique  sur  la  sphère  de  rayon  i.      {Note  de  M.  L.  Couturat.) 

(2)   Vortrdge  und  Redcn.  t.  il,  p.  i8. 

(*)  Cf.  Klein,  Nicfit-Euldid,  t.  I,  p.  i6o. 
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ment  le  développement  historique  des  théories  de  la  courhiire. 

De  même  que  la  notion  de  longueur  a  îild  originairement 
tirée  de  la  lip^ne  droite,  et  étendue  aux  autres  courhes  en  les 
divisant  en  lignes  droites  infiniment  petites,  de  môme  la  notion 
de  courbure  est  dérivée  du  eercle,  et  a  été  étendue  aux  autres 
courhes  en  les  divisant  en  arcs  de  cercle  infiniment  petits.  La 
•  courbure  peut  être  regardée,  en  principe,  comme  la  mesure  de  la 
quantité  dont  une  courhe  s'éloigne  de  la  ligne  droite;  dans  un 
cercle,  qui  reste  partout  identique  à  lui-même,  celte  quantité 
est  évidemment  constante,  et  est  mesurée  par  Tinverse  du 
rayon.  Mais,  dans  toutes  les  autres  courhes,  la  grandeur  de  la 
courhure  varie  d'un  point  à  l'autre,  de  sorte  qu'elle  ne  peut  être 
mesurée  sans  le  secours  des  infiniment  petits.  La  mesure  qui 
se  présente  tout  naturellement  est  la  courbure  du  cercle  qui 
coïncide  le  plus  approximativement  avec  la  courhe  au  point 
considéré.  Comme  un  cercle  est  déterminé  par  trois  points,  ce 
cercle  sera  celui  qui  passe  par  trois  points  consécutifs  de  la 
courhe.  On  a  ainsi  défini  la  courhure  d'une  courhe  quelconque, 
plane  ou  gauche;  car,  puisque  trois  points  quelconques  se 
trouvent  dans  un  plan,  un  tel  cercle  peut  toujours  être  décrit. 

Si  nous  passons  maintenant  aux  surfaces,  ce  dont  nous  avons 
besoin  est,  par  analogie,  une  mesure  de  la  quantité  dont  elles 
s'éloignent  du  plan.  La  courhure,  telle  qu'on  l'a  définie  plus 
haut,  est  devenue  indéterminée,  car  par  un  point  cpielconque 
de  la  surface  on  peut  mener  une  infinité  d'arcs  qui,  en  gé- 
néral, n'auront  pas  tous  la  même  courhure.  Menons  alors 
toutes  les  lignes  géodésiques  qui  joignent  le  point  considéré 
aux  points  voisins  de  la  surface  dans  toutes  les  directions. 
Puisque  ces  arcs  forment  une  multiplicité  simplement  infinie, 
il  y  aura  parmi  eux,  s'ils  n'ont  pas  tous  la  même  courhure, 
un  arc  de  courbure  maxima  et  un  arc  de  courhure  minima  ('). 
Le  produit  de  ces  courbures  maxima  et  minima  s'appelle  la 
courbure  de  la  surface  au  point  considéré.  Eclairons  cela  par 


(')  Puisque  nous  considérons  la  courbure  en  un  point,  nous  n'avons  à  con- 
sidérer que  les  premiers  éléments  infinilésimauv  des  lignes  géodésiques  qui 
parlent  de  ce  point. 
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quelques  exemples  simples  :  sur  une  sphère,  la  courbure  de 
toutes  les  lignes  géodésiques  est  égale  à  Tinverse  du  rayon  de 
la  sphère;  par  suite,  la  courbure  de  la  surface  en  un  point 
quelconque  est  le  carré  de  l'inverse  du  rayon.  Toutes  les  sur- 
faces, telles  que  le  cône  ou  le  cylindre,  qui  ont  des  lignes  droites 
pour  lignes  de  courbure  ('),  ont  une  courbure  nulle  en  tous 
les  points,  attendu  que  des  lignes  droites  n'ont  pas  de  courbure  ; 
c'est  le  cas,  en  particulier,  pour  le  plan.  Mais,  en  général,  la 
courbure  d'une  surface  varie  d'un  point  à  l'autre. 

Gauss,  l'inventeur  de  cette  notion  (^),  a  prouvé  que  pour 
que  deux  surfaces  puissent  être  développables  l'une  sur  l'autre 
(c'est-à-dire  soient  telles  que  l'une  puisse  être  appliquée  sur 
l'autre  sans  extension  ni  déchirure),  il  faut  que  les  deux  sur- 
faces aient  des  courbures  égales  aux  points  correspondants. 
Lorsqu'il  en  est  ainsi,  toute  figure  qui  est  possible  sur  Tune 
est,  en  général,  possible  sur  l'autre,  et  les  deux  surfaces  ont 
pratiquement  la  même  géométrie  (').  On  en  déduit  ce  corol- 
laire, que  la  constance  de  la  courbure  est  une  condition  néces- 
saire de  la  libre    mobilité  des  figures  sur  une  surface  quel- 


(')  De  telles  surfaces  sont  dites  développables,  parce  qu'elles  sont  ajjpli- 
cables  sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature.  Elles  peuvent  être  consi- 
dérées comme  engendrées  par  la  tangente  à  une  courbe  gauche,  et  leurs 
génératrices  sont  en  même  temps  des  lignes  de  courbure.  Il  ne  faut  pas  les 
confondre  avec  les  surfaces  réglées,  engendrées  par  une  droite  qui  se  déplace 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  car  les  génératrices  de  celles-ci  ne 
sont  pas,  en  général,  des  lignes  de  courbure,  de  sorte  que  ces  surfaces  ont 
une  courbure  non  nulle  (négative).  {Note  de  M.  L.  Couturat.) 

(■^)  Disqiiisitiones  genei'ales  circa  superficies  curvas  {Œuvres,  t.  IV, 
pp.  2i()-'258  ;  1827). 

(3)  Néanmoins,  les  géométries  des  différentes  surfaces  d'égale  courbure 
sont  sujettes  à  dos  différences  importantes.  Par  exemple,  le  cylindre  est  une 
surface  de  courbure  nulle,  mais  comme  ses  lignes  de  courbure  dans  une  di- 
rection sont  finies,  sa  géométrie  ne  coïncide  avec  celle  du  plan  que  pour  des 
longueurs  plus  petites  que  la  circonférence  de  son  cercle  générateur  {voirNE- 
KONESE,  op.  cit..  p.  044)-  Deux  lignes  géodésiques  d'un  cylindre  peuvent  se  ren- 
contrer en  plusieurs  points.  Pour  les  surfaces  de  courbure  nulle  où  cela  n'est 
pas  possible,  on  peut  admettre  que  l'identité  avec  le  plan  subsiste.  Dans  les 
autres  cas,  l'identité  s'étend  seulement  aux  propriétés  des  figures  qui  ne  dé- 
passent pas  une  certaine  grandeur. 
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conque  ('  ).  Mioding  a  prouvé  que  cette  condition  est  non  seu- 
lement nécessaire,  mais  suffisante  (-). 

21.  Jusqu'ici  nous  n'avons  rencontré  aucune  difficulté,  car 
nous  n'avons  traité  que  des  idées  purement  géométriques  par 
des  procédés  purement  géométriques;  mais  nous  n'avons 
encore  trouvé  pour  la  notion  de  courbure  aucun  sens  dans 
lequel  elle  puisse  être  étendue  à  l'espace,  encore  moins  à 
une  multiplicité  à  n  dimensions.  Pour  cela,  il  faut  étudier  la 
méthode  de  Cîauss,  qui  nous  permet  de  déterminer  la  courbure 
d'une  surface  en  un  point  quelconque  comme  une  propriété 
inhérente  à  cette  surface,  et  complètement  indépendante  de 
toute  référence  à  la  troisième  dimension. 

Pour  obtenir  une  détermination  intrinsèque  de  la  courbure, 
la  méthode  est  brièvement  la  suivante  :  Si  un  point  quelconque 
de  la  surface  est  déterminé  par  deux  coordonnées  u  et  v^  les 
arcs  infiniment  petits  sur  la  surface  sont  donnés  par  la  formule 

ds^  =  E du- -{-  2F du dv  -+-  G di'-, 

OÙ  E,  F,  G  sont,  en  général,  des  fonctions  de  u  et  de  p  (').  Au 
moyen  dé  cette  formule  seule,  et  sans  se  référer  à  aucun  espace 
extérieur  à  la  surface,  on  peut  déterminer  la  courbure  au  point 
(m,  f  ),  en  fonction  de  E,  F,  G  et  de  leurs  différentielles  par  rap- 
port à  w  et  à  p  (^).  On  peut  dès  lors  regarder  la  courbure  d'une 
surface  comme  une  propriété  inhérente  à  cette  surface  elle- 
même,  et  renoncer  à  la  définition  géométrique  précédente,  qui 
impliquait  une  référence  à  la  troisième  dimension.  Mais  ici  une 

(•)  En  effet,  on  peut  considérer  deux  parties  différentes  de  la  même 
surface  comme  des  parties  correspondantes  de  surfaces  différentes;  la  propo- 
sition précitée  montre  alors  qu'une  figure  peut  être  reproduite  dans  une  cer- 
taine partie  lorsqu'elle  a  été  tracée  dans  une  autre,  si  les  courbures  coïn- 
cident dans  les  deux  parties. 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  XIX,  XX;  1839-1840. 

(*)  Dans  cette  formule,  m  et  f  peuvent  être  les  longueurs  de  lignes  menées 
sur  la  surface,  ou  les  angles  que  font  ces  lignes  entre  elles,  et  n'avoir  par 
suite  aucun  rapport  nécessaire  à  la  troisième  dimension. 

(*)   Voir  à  l'Appendice  la  note  mathématique  sur  la  courbure. 


26  CHAPITRE    I. 

])récaulion  est  nécessaire.  On  verra  clans  le  Chapitre  III 
(§  176)  qu'il  est  logiquement  impossible  clY'lal)lir  un  système 
précis  de  coordonnées,  où  les  coordonnées  représentent  des 
grandeurs  spatiales,  sans  l'axiome  de  libre  mobilité,  el  cet 
axiome,  comme  nous  venons  de  le  voir,  ne  s'applique  aux  sur- 
laces que  lorsque  leur  courbure  est  constante.  Par  suite,  notre 
définition  delà  courbure  ne  sera  réellement  afTrancbie  de  toute 
référence  à  la  troisième  dimension  que  quand  nous  considé- 
rerons une  surface  de  courbure  constante  (condition  que  Uie- 
mann  avait  entièrement  méconnue).  Cette  précaution,  toute- 
fois, s'applique  seulement  à  l'espace;  et  si  nous  regardons  le 
système  de  coordonnées  comme  impliqué  dans  le  concept  d'une 
multiplicité,  nous  pouvons  la  négliger  entièrement,  pourvu 
que  nous  nous  rappelions  que  la  possibilité  d'un  système  de 
coordonnées  dans  l'espace  présuppose  des  axiomes  qui  devront 
être  recherchés  plus  tard.  Nous  voyons  ainsi  comment,  sans 
référence  à  aucune  dimension  supérieure,  on  peut  trouver  un 
sens  pour  la  courbure  constante  de  Tespace  à  trois  dimensions, 
ou  pour  une  courbure  quelconque  d'une  multiplicité  à  n  di- 
mensions en  général. 

22.  Un  tel  sens  est  fourni  par  la  dissertation  de  lliemann, 
à  laquelle  nous  pouvons  maintenant  revenir  après  cette  longue 
digression.  On  peut  définir  une  multiplicité  continue  comme 
un  ensemble  continu  d'éléments,  tel  cjue  chaque  élément  soit 
défini  par  n  variables  continues.  Cette  définition  n'englobe  pas 
en  réalité  l'espace,  car  les  coordonnées  dans  l'espace  ne  défi- 
nissent pas,  à  proprement  parler,  un  point,  mais  ses  relations 
à  l'origine,  qui  est  elle-même  arbitraire.  Elle  comprend,  toute- 
fois, le  concept  analytique  de  l'espace  dont  lliemann  s'occupe,  et 
peut,  par  conséquent,  être  admise  comme  valable  pour  le  mo- 
ment, lliemann  suppose  alors  que  la  différence  (ou  distance, 
comme  on  peut  l'appeler  dans  un  sens  vague)  entre  deux  élé- 
ments quelconques  est  comparable,  sous  le  rapport  de  la  gran- 
deur, à  la  différence  entre  deux  autres  éléments  quelconques.  Il 
suppose,  en  outre,  ce  que  Ilelmholtz  a  eu  le  mérite  de  prouver, 
que  la  différence  ds  entre  deux  éléments  consécutifs  peut  être 
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exprimée  par  la  racine  carrée  d'une  fonction  quadratique  des 
difîérences  des  coordonnées,  c'esl-à-dire 

où  les  coefficients  a^k  sont,  en  général,  des  fonctions  des  coor- 
données .T,,  .x'o,  ...,  Xn  (').  La  question  est  celle-ci  :  Com- 
ment pouvons-nous  obtenir  une  définition  de  la  courbure  en 
partant  de  cette  formule?  11  faut  remarquer,  en  premier  lieu, 
(|ue,  de  même  que  dans  une  surface*on  trouve  un  nombre  infini 
de  rayons  de  courbure  en  un  point,  de  même,  dans  une  multipli- 
cité à  trois  dimensions  ou  plus,  on  trouve  forcément  un  nombre 
infini  de  courbures  en  un  point,  à  savoir  une  pour  cliaquc  mul- 
tiplicité à  deux  dimensions  passant  par  ce  point  et  contenue 
dans  la  multiplicité  supérieure.  La  première  cliose  à  faire,  par 
suite,  c'est  de  définir  une  telle  multiplicité  à  deux  dimensions. 
Elle  devra  consister,  comme  nous  l'avons  vu  sur  la  surface,  en 
une  série  simplement  infinie  de  lignes  géodésiques  passant  par 
ce  point.  Or  une  ligne  géodésique  est  complètement  déter- 
minée par  un  point  et  par  sa  direction  en  ce  point,  ou  par  un 
point  et  le  point  infiniment  voisin.  Donc  une  ligne  géodésique 
passant  par  le  point  considéré  est  déterminée  par  les  rapports 
des  accroissements  des  coordonnées,  dx^^  dx^^  <:/j?.,,  ...,  dx^- 
Supposons  qu'on  ait  deux  de  ces  lignes  géodésiques  pour  les- 
quelles les  accroissements  de  Xi  soient  respectivement  d! Xi 
et    d" x^.    Alors    toutes    les  lignes    gèodèsiqus  fournies  par 

l'expression 

dxi-  Vd'xi-\-\" cV'xi 

forment  une  série  simplement  infinie,  puisqu'elles  dépendent 
d'un  seul  paramètre,  à  savoir  V  :  X".  Une  telle  série  de  lignes 
géodésiques  doit  donc  former  une  multiplicité  à  deux  dimen- 
sions (yfij^-  i),  ayant  une  courbure  dans  le  sens  ordinaire  de 
Gauss.  Cette  courbure  j^eut  être  tirée  de  la  formule  donnée  jdus 


(')  Dans  ce  qui  suit,  j'ai  adopté  la  manière  dont  Klein  expose  Hiemann, 
de  préférence  à  celle  de  Riemanu  lui-même.  La  première  est  beaucou])  plus 
claire  et  plus  complète,  et  ne  diffère  nullement,  en  substance,  de  la  seconde. 
Voir  Kleix,  Nicht-Euklid,  t.  I,  p.  206  et  suiv. 
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haut  pour  l'arc  élémentaire,  au  moyen  de  la  formule  générale 
de  (lauss  dont  on  a  fait  précédemment  mention.  On  obtient 
ainsi  un  nombre  infini  de  courbures  en  un  point,  mais  on  peut 

les  déduire  toutes  de  d'entre  elles  (').  Lorsque  toutes 

les  courbures  en  un  point  sont  constantes  et  égales  à  toutes 
les  courbures  en  un  autre  point  quelconque,  on  a  ce  que  llic- 

iMg.     I. 


Xd'cci*^"^"-^'' 


(f'-Ti 


manu  appelle  une  multiplicité  de  courbure  constante.  Dans 
une  telle  multiplicité,  la  libre  mobilité  est  possible  et  les  posi- 
tions ne  diffèrent  pas  intrinsèquement  l'une  de  l'autre.  Si  a  est 
la  mesure  de  la  courbure,  la  formule  qui  donne  la  longueur  de 
l'arc  devient 


ds^  = 


/         a        „ 


Dans  ce  cas  seulement,  comme  je  l'ai  montré  plus  haut,  le 
terme  de  «  courbure  »  peut  être  proprement  appliqué  à  l'espace 
sans  se  référer  aune  dimension  supérieure,  puisque  la  libre  mo- 
bilité est  logiquement  indispensable  à  l'existence  de  la  Géomé- 
trie (juantitative  ou  métrique. 

23.  Les  résultats  mathématiques  de  la  dissertation  de  Hie- 
mann  peuvent  être  résumés  comme  suit.  En  supposant  qu'il 
soit  possible  d'appliquer  la  grandeur  à  l'espace,  c'est-à-dire  de 
déterminer  ses  éléments  et  figures  au  moyen  de  quantités 
algébriques,  il  s'ensuit  que  l'espace  peut  être  compris  sous  le 


(')  RiEM.VNN,  Gesammelte  IJ'erke,  p.  262.  Œuvres  mathématiques  (Gau- 
thier-Villars),  p,  292.  Tirage  à  part  (Ilermann),  p.  12. 
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concept  de  multiplicité,  en  laiit  (jiie  système  crélcments  quan- 
titativement déterminables.  Mais,  à  cause  de  la  nature  parti- 
culière de  la  mesure  spatiale,    la  détermination  quantitative 
de  l'espace   postule   que   les  grandeurs  soient  indépendantes 
du  lieu;  et  si  cela  n'était  pas  le  cas,  nos  mesures  seraient  né- 
cessairement inexactes.  Si  maintenant  on  admet  que  la  relation 
quantitative  de  distance  entre  deux  éléments  s'exprime  par  la 
racine  carrée  d'une  fonction  (juadratique  des  coordonnées  (for- 
mule prouvée  dans  la  suite  par  Ilelmholtz  et  Lie),  il  s'ensuit 
que,  les  grandeurs  étant  indépendantes  du  lieu,  l'espace  doit 
avoir  une  courbure  constante,  dans  les  limites  de  l'observa- 
tion; en  d'autres  termes,  il  doit  être  bomogène  dans  toutes  ses 
parties.  Uiemann  dit  (p.   2G7)  que,  dans  Tinfiniment  petit, 
l'observation  ne  peut  pas  découvrir  si  la  courbure  s'écarte  de 
la  constance;  mais  il  n'essaie  pas  de  montrer  comment  la  Géo- 
métrie pourrait  rester  possible  en  de  telles  circonstances,  et  la 
seule  géométrie  qu'il  ait  construite  est  fondée  entièrement  sur 
la  libre  mobilité.  J'essaierai  de  prouver,  dans  le  Cliapitre  III, 
l'impossibilité  logique  de  toute  géométrie  métrique  qui  cber- 
cberait  à  se  passer  de  cet  axiome.  Pour  le  moment,  je  me  con- 
tente de  remarquer  que  Riemann,  malgré  le  désir  qu'il  avait  de 
prouver  qu'on  peut  se  passer  de  tous  les  axiomes,  en  a  néan- 
moins conservé  trois  fondamentaux,  dans  son  œuvre  matlié- 
matique,  à  savoir  :  la  libre  mobilité,  le  nombre  entier  fini  de 
dimensions  et  l'axiome  qui  affirme  que  deux  points  ont  entre 
eux  une  relation  unique,  à   savoir  la  distance.   Ces  axiomes, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin,  ont  été  conservés,  en  fait, 
par  tous  les  métagéomètres  métriques  dans  leurs  travaux  ma- 
thématiques, même  lorsqu'ils  croyaient,  comme  Uiemann  et 
Ilelmholtz,  qu'il  n'y  a  pas  d'axiomes  philosophiquement  indis- 
pensables. 

24.  Helmholtz,  le  successeur  immédiat  de  Uiemann  dans 
l'ordre  historique,  fut  guidé  par  une  philosophie  empiriste 
semblable  et  arriva,  d'une  manière  indépendante,  à  formuler  les 
axiomes  par  une  méthode  tout  à  fait  analogue.  Quoique  Ilelm- 
holtz n'ait  rien  publié  sur  ce  sujet  qu'après  la  mort  de  Uiemann, 
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il  n'a  eu  que  juste  le  temps  de  voir  la  dissertation  de  Uicniann 
(publication  posthume),  et  il  produisit  aussitôt  les  résultats 
auxquels  il  était  alors  arrivé,  indépendamment  de  ceux  de  Kie- 
mann  et  de  Lobatchevsky.  Ilelmholtz  est  de  beaucoup  Tauteur 
le  plus  lu  en  Métagéométrie,  et  ses  écrits,  presque  seuls,  repré- 
sentent, pour  les  philosophes,  les  vues  mathématiques  mo- 
dernes sur  ce  sujet.  Mais,  dans  ce  domaine,  son  importance  est 
bien  plus  grande  comme  philosophe  que  comme  mathémati- 
cien ;  on  peut  dire  que  le  seul  résultat  mathématifjue  original 
({u'il  ait  obtenu,  en  ce  qui  concerne  la  Géométrie,  est  la  démon- 
stration de  la  formule  de  Riemann  pour  l'arc  infinitésimal,  et 
encore  cette  démonstration  était  loin  d'être  rigoureuse,  jusqu'à 
ce  que  Lie  l'eût  modifiée  par  sa  méthode  des  groupes  continus. 
Aussi,  dans  ce  Chapitre,  nous  n'aurons  à  nous  occuper  que  de 
deux  de  ses  écrits  :  ce  sont  les  deux  articles  des  ]Vissenschafl- 
liche  Abhandlungen,  vol.  II,  intitulés  respectivement  :  Ueber 
die  thalsdcJdicJien  Grundla<j;cn  der  Géométrie  (p.  6io  et 
suiv.  ;  i86()),  et  Ueber  die  Tlialsaclien,  die  der  Géométrie 
zum  Grande  liegeii  (p.  6i8  et  suiv.  ;  1868)  ('). 

25.  Dans  le  premier  de  ces  articles,  qui  est  surtout  philoso- 
phique, Ilelmholtz  donne  des  indications  sur  son  travail  mathé- 
matique alors  inachevé,  mais,  en  somme,  il  se  contente  d'énoncer 
des  résultats.  Il  annonce  qu'il  démontrera  la  formule  quadra- 
tique de  Riemann  pour  l'arc  infinitésimal;  mais,  pour  cela, 
dit-il,  nous  devons /?a/-/i/-  de  la  congruence,  puisque,  sans  elle, 
toute  mesure  spatiale  serait  impossible.  Il  soutient,  néanmoins, 
que  la  congruence  est  prouvée  par  l'expérience.  Quant  à  savoir 
comment,  sans  l'aide  de  la  mesure,  nous  pourrions  découvrir 
des  infractions  à  la  congruence,  c'est  un  point  qu'il  ne  discute 


(')  Sur^es  principes  de  fait  de  la  Géométrie.  Sur  les  faits  qui  servent 
de  base  à  la  Géométrie.  Ce  dernier  Mémoire  a  été  traduit  par  J.  IIouel 
dans  les  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de 
Bordeaux,  t.  IV;  1868.  Héimprinié  par  Herniann  en  Appendice  à  Loba- 
tchevsky :  Recherches  géométriques  sur  la  théorie  des  parallèles,  p.  Z-i 
à  378.  Paris;  189'). 
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pas.  Il  énonce  alors  les  quatre  axiomes  qu'il  considère  comme 
essentiels  à  la  Géométrie,  de  la  manière  suivante  : 

I.  Touchant  la  conliiniitc  et  les  dimensions  :  Dans  un 
espace  à  n  dimensions,  un  point  est  déterminé  d'-une  manière 
unique  par  la  mesure  de  ii  variables  continues  (coordonnées). 

II.  Touchant  l'existence  de  corps  ri'^ides  mobiles  :  Entre 
les  2  //  coordonnées  de  chaque  couple  de  points  d'un  corps 
rigide,  il  existe  une  équation  qui  est  la  même  pour  tous  les 
couples  congruents  (').  Va\  considérant  un  nombre  suffisant  de 
couples  de  points,  on  obtient  plus  d'équations  que  d'inconnues  ; 
cela  fournit  un  moyen  de  déterminer  la  forme  de  ces  équations, 
de  manière  à  les  rendre  compatibles  entre  elles  (■). 

III.  Touchant  la  libre  mobilité  :  Chaque  point  peut  passer 
librement  et  d'une  manière  continue  d'une  position  à  une  autre. 
Des  axiomes  II  et  III  il  résulte  que,  si  deux  systèmes  A  et  1] 
peuvent  être  amenés  à  coïncider  dans  une  certaine  position, 
cela  est  encore  possible  dans  toute  autre  position. 

I\  .  Touchant  V indépendance  de  la  rotation  dans  les 
corps  rigides  (Monodromie)  :  Si  (/î  —  i)  points  d'un  corps 
restent  fixes,  de  telle  sorte  que  chaque  autre  point  ne  puisse 
décrire  qu'une  courbe  déterminée,  alors  cette  courbe  est 
fermée . 

Ces  axiomes,  dit  Helmholtz,  joints  à  l'axiome  des  trois  di- 
mensions, suffisent  à  démontrer  que  les  systèmes  euclidien  el 
non-euclidiens  sont  les  seuls  possibles.  On  ne  peut  pas  nier 
qu'ils  soient  mathématiquement  suffisants;  mais  ils  semblent, 
à  quelques  égards,  être  surabondants.  En  premier  lieu,  il  n'y  a 
aucune  nécessité  d'appliquer  l'axiome  de  la  congruence  aux  corps 
rigides  réels  (je  développerai  ce  sujet  dans  le  Chapitre  II)  ('). 
En  outre,  il  n'est  guère  besoin   de  formuler  spécialement  la 


(')   Voir  à  l'Appendice  la  noie  niathémalique  sur  la  congruence. 

(*)  C'est-à-dire  de  manière  qu'elles  puissent  être  vérifiées  toutes  à  la  fois. 

{Note  de  .\f.  L.  Couturat.) 
(ï;   Voir  §§  69  à  73. 
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libre  mobilité  comme  distincte  de  la  congruence  :  (jiicUe  bar- 
rière Tespace  vide  pourrait-il  offrir  au  mouvement  d'un  ])oint? 
L'a\iome  est  impliqué  dans  Tbomogénéité  de  l'espace,  qui  n'est 
pas  autre  chose  que  l'axiome  de  lacong-ruencc.  La  monodromie 
aussi  a  été  sévèrement  critiquée;  non  seulement  il  est  évident 
qu'elle  peut  être  englobée  dans  la  congruence,  mais,  même  au 
point  de  vue  purement  analytique,  SophusLie  a  prouvé  (prelle 
est  superflue  (').  Ainsi,  Taxiome  de  la  congruence,  correcte- 
ment formulé,  enveloppe  les  troisième  et  quatrième  axiomes  de 
llelmholtz  et  une  partie  du  second.  Tous  les  quatre,  ou  plutôt 
tous  ceux  d'entre  eux  qui  concernent  proprement  la  Géométrie, 
sont,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  des  conséquences  du 
seul  principe  fondamental  de  la  relativité  de  la  position. 

26.  Le  second  article,  (jui  est  en  grande  partie  mathéma- 
tique, fournit  la  démonstration  promise  de  la  formule  de  l'arc, 
ce  qui  est  la  plus  inq)ortante  contribution  de  Ilelmhollz  à  la 
Géométrie.  Riemann  avait  admis  cette  formule  comme  la  plus 
simple  parmi  toutes  celles  qui  étaient  possibles  :  llelmholtz  a 
prouvé  qu'elle  est  une  conséquence  nécessaire  de  ses  axiomes. 
Cet  article  commence  par  un  court  résumé  du  premier,  com- 
prenant l'énoncé  des  axiomes,  auxquels  il  en  ajoute  encore  à  la 
lin  deux  autres,  à  savoir  :  Y,  que  l'espace  a  trois  dimensions,  et 
YI,  que  l'espace  est  infini.  Il  est  supposé  dans  le  texte,  couime 
aussi  dans  le  premier  article,  que  la  courbure  de  l'espace  ne 
peut  pas  être  négative,  et,  en  conséquence,  qu'un  espace  infini 
est  nécessairement  euclidien.  Cette  erreur  des  deux  articles  est 
corrigée  dans  des  notes  ajoutées  après  l'apparition  de  l'article 
de  Beltrami  sur  la  courbure  négative.  C'est  un  écliantillon  du 
caractère  peu  professionnel  du  travail  mathématique  de  llelm- 
holtz sur  ce  sujet,  qui  a  inspiré  à  Klein  les  renuirques  sui- 
vantes (^)  :  «  Helmholtz  n'est  pas  un  mathématicien  de  profes- 
sion, mais  un  physicien  et  un  physiologiste De  cette  incom- 


(')  Grundlagen  der  Géométrie,    t.  I  et  If,    Leipziger  Bcriclitc,    1890; 
voir  la  fin  du  présent  Cliapilre,  §  43. 
(2)  Nicht-Euklid,  t.  I,  p.  :iJ8-23j. 
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pétence  mathématique  de  Ilelniholtz  il  suit  naturellement  qu'il 
n'a  pas  traite  la  partie  malliémati(jue  de  son  travail  avec  la 
rigueur  qu'on  exigerait  d'un  mathématicien  de  profession  (von 
Fach).  »  Il  nous  ap[)rend  lui-même  que  c'est  l'étude  physiolo- 
gique de  la  vision  qui  Ta  conduit  à  cette  question  des  axiomes,  et 
c'est  en  physicien  qu'il  rapporte  ses  axiomes  aux  corps  rigides 
réels.  C'est  pourquoi  nous  trouvons  dans  ses  travaux  mathéma- 
tiques des  erreurs,  telles  que  l'axiome  de  monodromie,  et  la 
supposition  que  la  courbure  de  l'espace  doit  être  positive; 
néanmoins,  la  démonstration  de  la  formule  de  l'arc  de  Riemann 
est  extrêmement  habile,  et  a  été,  somme  toute,  confirmée  par 
les  recherches  plus  profondes  de  Lie. 

27.  Les  autres  écrits  de  Helmholtz  sur  la  Géométrie  sont 
presque  entièrement  philosophiques,  et  seront  discutés  tout  au 
long  dans  le  Chapitre  IL  Pour  le  moment,  nous  pouvons  passer 
au  seul  autre  auteur  important  de  la  seconde  période,  Beltrami  . 
Comme  son  œuvre  est  purement  mathématique  et  contient  peu 
de  points  controversés,  il  est  inutile,  malgré  sa  grande  impor- 
tance, de  nous  y  arrêter  longtemps. 

L'article  intitulé  :  Saggio  d'i  Inlcrpretazione.  délia  Gcome- 
Iria  non-cuclidca  ('),  qui  est  restreint,  en  principe,  aux  deux 
dimensions,  interprète  les  résultats  de  Lobatchevsky  par  la 
méthode  caractéristique  de  la  seconde  période.  Il  montre,  en 
développant  le  travail  de  Gauss  et  de  Minding  (-),  que  toutes 
les  propositions  que  Lobatchevsky  avait  établies  en  Géométrie 
plane  sont  valables,  dans  l'espace  euclidien  ordinaire,  sur  les 
surfaces  de  courbure  constante  négative.  Il  est  étrange,  comm<; 
Klein  l'a  montré  (^),  que  cette  interprétation,  qui  était  connue 
de  Riemann  et  peut-être  même  de  Gauss,  soit  restée  aussi 
longtemps  sans  démonstration  explicite.   C'est  d'autant  plus 


(')  Giornale  di  Maternaliclte,  t.  VI,  1868.  Traduit  011  iVanoais  par 
J.  Iloutfl  dans  les  Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure, 
t.  VI;  i8(mj. 

(»)  Journal  de  Crelle,  l.  XIX,  X\:  i83<j.  1840. 

(3j  S'icht-Euklid,  t.  I,  p.  lyo. 
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étrange  que  la  Géométrie  imaginaire  de  Lobatchcvsky  a  paru 
dans  le  lonie  X\  11  du  Journal  de  Crelle  (  '  ),  et  que  l'article  de 
Minding,  duquel  l'interprétation  résulte  immédiatement,  a 
paru  dans  le  Tome  XIX  du  même  Journal.  Minding'  avait 
montré  que  la  Géométrie  des  surfaces  de  courbure  constante 
négative,  en  particulier  en  ce  qui  concerne  les  triangles  géodé- 
siques,  peut  se  déduire  de  celle  de  la  sphère  en  donnant  au 
rayon  une  valeur  purement  imaginaire  ia  (^).  Ce  résultat, 
comme  nous  l'avons  vu,  avait  été  aussi  obtenu  par  Lobat- 
chcvsky pour  sa  Géométrie,  et  pourtant  il  fallut  trente  ans  pour 
que  la  connaissance  de  cette  relation  devînt  générale. 

28.  Dans  V Essai  de  l^ellrami,  les  lignes  droites  sont  natu- 
rellement remplacées  par  des  lignes  géodésiques;  les  coor- 
données sont  obtenues  au  moyen  d'une  correspondance  point 
par  point  avec  un  plan  auxiliaire  dont  les  lignes  droites  corres- 
j)ondent  aux  lignes  géodésiques  de  la  surface.  De  la  sorte,  les 
géodésiques  ont  des  équations  linéaires,  et  sont  toujours  déter- 
minées d'une  manière  unique  par  deux  points  ;  mais  les  distances 
sur  la  surface  ne  sont  pas  égales  aux  distances  sur  le  plan  ; 
ainsi,  tandis  que  la  surface  est  infinie,  la  portion  correspon- 
dante du  plan  est  contenue  dans  un  certain  cercle  fini.  La 
distance  de  deux  points  sur  la  surface  est  une  certaine  fonction 
des  coordonnées,  mais  non  la  fonction  ordinaire  de  la  Géomé- 
trie élémentaire.  Cette  corrélation  entre  le  plan  et  la  surface 
est  importante  par  sa  connexité  avec  la  théorie  de  la  distance 
de  Cayley,  que  nous  aurons  à  considérer  bientôt.  Si  l'on  défi- 
nissait la  distance  sur  le  plan  par  cette  fonction  des  coor- 
données qui  donne  la  distance  correspondante  sur  la  surface, 
on  obtiendrait  ce  que  Klein  appelle  un  plan  avec  un  système 


(')  Cet  article  a  un  caractère  plus  trigonométrique  et  plus  analytique  que 
le  Livre  allemand,  et  par  suite  rend  l'interprétation  précitée  parliculièrenient 
évidente. 

(2)  De  telles  surfaces  ne  sont  en  aucune  manière  d'une  nature  particuliè- 
rement abstruse.  Une  d'elles,  par  exemple,  est  engendrée  par  la  révolution 
de  la  tractrice  ordinaire  : 


jincp,         _;^  =  a  flog  tang  -  +  coscp  j . 
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de  mesures  (Massbestimmun^)  hyperbolique,  pour  lequel 
vaudrait  la  théorie  de  la  distance  de  Cayley.  Mais  il  est 
évident  que  la  notion  ordinaire  de  distance  a  été  présupposée 
en  établissant  le  système  de  coordonnées,  de  sorte  que  l'on 
n'obtient  pas  réellement  des  géométries  difTérentes  sur  un  seul 
et  même  plan.  L'importance  de  ces  i'emarques  apparaîtra  plus 
pleinement  lorsque  nous  viendrons  à  étudier  Cayley  et  Klein. 

29.  La  valeur  de  Y  Essai  de  Beltrami  consiste,  à  ses  propres 
yeux,  à  donner  un  sens  euclidien  intelligible  à  la  Géométrie 
plane  de  Lobatchevsky  :  le  système  correspondant  de  Géomé- 
trie dans  Tespace  est  simplement  mentionné  dans  ce  travail, 
parce  qu'il  n'a  pas  de  sens  pour  l'espace  euclidien  ;  mais,  dans  un 
second  article  ('),  presque  contemporain  du  premier,  il  arrive 
à  considérer  la  théorie  générale  d'une  multiplicité  à  n  dimen- 
sions de  courbure  constante  négative.  Cet  article  est  gran- 
dement influencé  par  la  dissertation  de  Riemann  ;  il  commence 
par  la  formule  de  l'élément  linéaire,  et  en  déduit,  première- 
ment, que  la  congruence  vaut  pour  de  tels  espaces,  et  ensuite 
que,  conformément  à  la  définition  de  Riemann,  ils  ont  une 
courbure  constante  négative.  (R  est  instructif  d'observer  que, 
tant  dans  cet  article  que  dans  le  précédent  Essai^  l'Auteur 
insiste  très  fortement  sur  la  nécessité  de  l'axiome  de  la 
congruence.) 

Ce  Travail  a  moins  d'intérêt  que  le  premier,  au  point  de  vue 
philosophique,  car  il  ne  fait  guère  que  répéter  sous  une  forme 
générale  les  résultats  auxquels  VEssai  était  arrivé  pour  deux 
dimensions;  résultats  qui,  étendus  à  n  dimensions,  tombent  au 
niveau  de  pures  constructions  mathématiques;  néanmoins,  cet 
article  est  important,  d'une  part,  parce  qu'il  a  restauré  la  cour- 
bure négative,  qui  avait  été  méconnue  par  Helmholtz;  d'autre 
part,  parce  qu'il  a  traité  analytiquement  les  résultats  de 
Lobatchevsky,  par  où  (joint  à  VEssai)  il  leur  a  enfin  rendu  la 
prééminence  qu'ils  méritaient. 


f  I   Teoria  fondamentale  degli  spazii  di  curvatura  costante  {Annali 
di  Mateniatica,  t.  Il,  vol.  II;  iSGS-iSGg).  Traduit  aussi  parJ.  Houël,  loc.  cit. 
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TROISIEME  PÉRIODE. 


30.  La  troisième  période  diflcre  radicalement  de  la  période 
])récédeiite  tant  par  ses  méthodes  et  ses  visées  f[ue  par  les  idées 
philosophiques  qui  rins[)irent;  tandis  que,  dans  la  seconde 
période,  tout  se  ramenait  à  la  mesure,  avec  son  appareil  de 
congTuence,  de  libre  mobilité,  de  corps  rigides  et  le  reste,  tout 
cela  disparaît  complètement  dans  la  troisième  période  qui, 
sautant  à  Textrémité  opposée,  regarde  la  grandeur  comme  une 
catégorie  parfaitement  étrangère  à  la  Géométrie,  et  se  passe  de 
la  congruence  et  de  la  méthode  de  superposition.  Les  idées  de 
cette  période  n'ont  pas  trouvé,  malheureusement,  des  inter- 
prètes aussi  philosophes  que  lliemann  etlielmholtz;  elles  n'ont 
été  exposées  (pie  par  des  mathématiciens  de  profession.  De 
plus,  le  changement  des  idées  fondamentales,  qui  est  immense, 
n'a  pas  apporté  un  changement  aussi  grand  dans  les  procédés 
techniques;  car,  quoicpie  la  grandeur  spatiale  ne  fasse  plus 
partie  de  la  (iéométrie  projective,  on  emploie  encore  la  gran- 
deur, et  l'on  a  encore  des  équations,  des  transformations  algé- 
briques et  tout  ce  qui  s'ensuit.  Gela  est  fait  pour  donner 
naissance  à  des  confusions,  spécialement  dans  l'esprit  de 
l'étudiant,  qui  ne  s'aperçoit  pas  que,  en  tant  que  les  pro- 
positions sont  vraiment  projectives,  les  grandeurs  qui  y  fi- 
gurent sont  de  simples  noms  attribués  aux  points,  et  non, 
comme  en  Géométrie  métrique,  des  quantités  spatiales  réelles. 

Néanmoins,  la  différence  fondamentale  entre  cette  période  et 
la  précédente  ne  peut  manquer  de  frapper  tout  de  suite  :  tandis 
que  Uiemann  et  llelmholtz  ne  maniaient  que  des  idées  métriques 
et  prenaient  pour  fondement  la  mesure  de  la  courbure  et  la 
formule  de  l'élémentlinéaire  (toutes  deux  purement  métriques), 
la  nouvelle  méthode;  est  fondée  sur  les  formules  de  transfor- 
mation des  coordonnées  destinées  à  exprimer  une  collinéa- 
tion  donnée.  Elle  commence  par  réduire  toutes  les  notions 
dites  métriques  (distance,  angle,  etc.)  à  des  formes  projec- 
tives, et  obtient  par  là  une  unité  de  méthode  et  une  simplicité 
auparavant   impossibles.    Seulement,   cette  réduction  repose. 
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excepté  quand  la  constante  spatiale  est  négative,  sur  des 
figures  imaginaires  (les  points  circulaires  à  l'infini,  dans 
la  Géométrie  euclidienne);  elle  est,  en  outre,  purement 
symbolique  et  analytique,  et  doit  être  regardée  comme 
a'ayant  aucune  portée  philosophique.  Comme  la  question  de 
savoir  quelle  est  la  valeur  de  cette  réduction  est  d'une  im- 
portance capitale  pour  notre  théorie  de  la  Géométrie,  et 
comme  Cayley,  dans  son  Adresse  présidentielle  à  VAsso- 
ciation  britannique  en  i883,  a  formellement  invité  les  phi- 
losophes à  discuter  l'emploi  des  imaginaires,  dont  dépend 
cette  question,  je  la  traiterai  avec  quelque  étendue.  Mais 
d'abord  voyons  comment  s'efiectue  celte  réduction  au  point  de 
vue  mathématique. 

31.  Nous  trouverons,  dans  toute  cette  période,  que  presque 
chaque  proposition  importante,  tout  en  prêtant  à  confusion  par 
son  sens  apparent,  a  néanmoins  une  grande  portée  philo- 
sophique, lorsqu'elle  est  correctement  interprétée.  11  en  est 
ainsi  de  l'œuvre  de  Cayley,  l'initiateur  de  la  méthode  projec- 
tive. 

La  formule  projective  pour  les  angles,  en  Géométrie  eucli- 
dienne, fut  trouvée  pour  la  première  fois  par  Laguerrc  en 
i853;  mais  cette  formule  a  un  caractère  parfaitement  eucli- 
dien, et  il  était  réservé  à  Cayley  de  la  généraliser  de  manière 
à  y  comprendre  à  la  fois  les  angles  et  les  distances  dans  les 
systèmes  euclidien  et  non-euclidiens  indifféremment  ('). 

Cayley  fut,  jusqu'à  la  fin,  un  ferme  champion  de  l'espace 
euclidien,  quoiqu'il  crût  que  les  Géométries  non-euclidiennes 
peuvent  s'appliquer  à  l'espace  euclidien  en  modifiant  la  défi- 
nition de  la  dislance  (^);  il  a  ainsi,  malgré  son  orthodoxie 
euclidienne,  fourni  aux  partisans  de  la  possibilité  des  espaces 
non-euclidiens  une  de  leurs  armes  les  plus  fortes.  Dans  son 
Sixth  Memoir  upon  Quantics  (iSdq),  il  s'impose  la   tache 


('  »   Voir  Klein,  Nichl-Euklid,  t.  I,  p.  47  et  suiv.,  et  les  réft-rences  qui  y 
sont  données. 

(*)  Voir  plus  bas  la  citation  de  son  Adresse  à  V Association  britannique. 
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«  d'rtablir  la  notion  de  distance  sur  des  principes  purement 
descriptifs  ».  11  montre  que  la  notion  ordinaire  de  distance 
peut  être  rendue  projective  par  référence  aux  points  circulaires 
à  l'inlini  et  à  la  droite  de  l'infini,  et  qu'il  en  est  de  même  pour 
les  angles  (').  Non  content  de  cela,  il  propose  une  nouvelle 
définition  de  la  distance  par  l'inverse  du  sinus  ou  du  cosinus 
d'une  certaine  fonction  des  coordonnées  (-);  avec  cette  défi- 
nition, les  propriétés  ordinairement  connues  comme  métriques 
deviennent  des  propriétés  projectives,  par  rapport  à  une  cer- 
taine couicpie  (pie  Cayley  appelle  \  Absolu.  (Les  points  circu- 
laires sont,  analv  tiquement,  une  conique  dégénérée,  de  sorte 
que  la  Géométrie  ordinaire  forme  un  cas  particulier  de  celte 
Géométrie.)  Il  prouve  que,  lorsque  l'Absolu  est  une  conique 
imaginaire,  la  Géométrie  à  deux  dimensions  ainsi  obtenue 
est  la  Géométrie  spbérique;  il  n'a  pas  établi  la  corres- 
pondance avec  la  Géométrie  de  Lobatclievsky,  dans  le  cas 
où  l'Absolu  est  réel;  en  effet,  il  ne  montre  nulle  part  qu'il  a 
connaissance  des  systèmes  non-euclidiens.  La  portée  du  Mé- 
moire, pour  Cayley,  consiste  entièrement  à  prouver  que  la 
Géométrie  métrique  n'est  qu'une  branche  de  la  Géométrie 
descriptive. 

32.  C'est  Klein  qui  le  premier  fit  ressortir  la  connexité  de  la 
théorie  de  la  distance  de  Cayley  avec  la  Métagéométrie(^).  Klein 
montra  en  détail  que,  si  l'Absolu  est  réel,  on  a  le  système  hyper- 
bolique de  Lobatclievsky;  s'il  est  imaginaire,  on  obtient,  soit  la 
Géométrie  sphérique,  soit  une  nouvelle  Géométrie,  analogue  à 
celle  de  Ilelmholtz,  et  que  Klein  nomma  elliptique  ;  si  l'Absolu 
se  réduit  à  un  couple  de  points  imaginaires,  on  a  une  Géométrie 
parabolique,  et  si,  en  particulier,  ce  couple  est  formé  des  points 
circulaires  à  l'infini,  on  retrouve  la  Géométrie  ordinaire  d'Eu- 
clide.  Dans  la  Géométrie  elliptique,  deux  lignes  droites  d'un 


(')  Cf-  '^  première   phrase,  due  à  Caylev,   des  Courbes  planes  de  degré 
supérieur  de  Salmou. 

{-)  Voir  à  l'Appendice  la  Note  de  l'Auteur  intitulée  :  Constante  spatiale. 

{Note  du  traducteur.) 
(')  Voir  Micht-Euklid,  t.  I,  chap.  I  et  II. 
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même  plan  se  rencontrent  en  un  seul  point,  et  non  en  deux 
comme  dans  le  système  de  Helmholtz.  La  distinction  entre 
ces  deux  espèces  de  Géométrie  est  difficile  et  sera  discutée 
plus  tard. 

33.  Puisque  ces  systèmes  proviennent  tous  du  pian  euclidien 
par  un  simple  chanj^ement  dans  la  définition  de  la  distance, 
Cayley  et  Klein  tendent  à  considérer  la  question  tout  entière 
comme  portant,  non  sur  la  nature  de  Tespace,  mais  sur  la  défi- 
nition de  la  distance.  Du  moment  que  cette  définition  est,  à  leur 
avis,  parfaitement  arbitrante,  le  problème  pbilosophique  s'éva- 
nouit; V espace  euclidien  reste  en  possession  indiscutée,  et  le 
seul  problème  qui  subsiste  est  une  affaire  de  convention  et  de 
commodité  mathématique  (*).  Cette  opinion  a  été  énergique- 
ment  exprimée  par  M.  Poincaré  :  «  Que  doit-on  penser  de  cette 
question  :  La  Géométrie  euclidienne  est-elle  vraie?  elle  n'a 
aucun  sens  ».  D'après  lui,  les  axiomes  géométriques  sont  de 
pures  conventions  :  ce  sont  «  des  définitions  déguisées  (-)  ». 
Aussi  Klein  blâme  Beltrami  de  regarder  son  plan  auxiliaire 
comme  purement  auxiliaire,  et  remarque  que,  s'il  avait  connu  le 
Mémoire  de  Cayley,  il  aurait  vu  que  la  relation  entre  le  plan 
et  la  pseudosphère  est  beaucoup  plus  intime  qu'il  ne  le  sup- 
posait (  *).  Une  opinion  qui  exclut  entièrement  le  problème  de 
l'arène  de  la  philosophie  appelle,  évidemment,  une  discussion 
complète.  C'est  à  cette  discussion  que  nous  allons  procéder 
maintenant. 

34.  L'opinion  en  question  est  née,  semble-t-il,  d'une  confu- 
sion assez    naturelle    touchant    la    nature    des    coordonnées 


(  '  )  Voir  Gavlev,  Discours  prononcé  devant  les  Membres  de  l'Association 
britannique  (i883),  traduit  par  .M.  Raffy,  ap.  Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques, 2'  série,  t.  \lll  (1884  ).  f  oir  aussi  une  citation  de  Klein  dans  les 
Axiome  der  Géométrie  d'ERDMA.NN,  p.  124?  note. 

(*;  Nature,  vol.  XLV,  p,  407.  Voir  aussi  Les  Géométries  non-eucli- 
diennes, ap.  Bévue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées,  1'  année, 
n"  23,  p.  773;  ô  décembre  i8<ji. 

(*;  Nicht-Euklid,  t.  I,  |).  200. 
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employées.  Ceux  qui  l'ont  adoptée  ne  se  sont  pas  suffisamment 
rendu  compte,  je  crois,  que  leurs  coordonnées  ne  sont  pas  des 
grandeurs  spatiales,  comme  en  Géométrie  métrique,  mais  des 
signes  purement  conventionnels,  qui  servent  à  désigner  distinc- 
tement les  diirérents  points.  Il  n'y  a  pas  déraison,  par  suite, 
à  moins  qu'on  n'ait  déjà  une  Géométrie  métrique,  pour  re- 
garder une  fonction  des  coordonnées  comme  une  expression 
de  la  distance  meilleure  (ju'unc  autre,  tant  que  Ton  con- 
servera l'équation  fondamentale  de  l'addition  (').  Par  suite, 
si  nos  coordonnées  sont  regardées  comme  suffisantes  pour 
loute  Géométrie,  l'expression  de  la  distance  offre  une  indé- 
lermination  qui  ne  peut  être  levée  que  par  une  convention; 
mais  les  coordonnées  projectives  (c'est  la  thèse  que  nous  sou- 
tiendrons), quoique  parfaitement  suffisantes  pour  toutes  les 
propriétés  projectives,  et  entièrement  exemptes  de  toute  pré- 
supposition métrique,  sont  insuffisantes  pour  exprimer  les 
propriétés  métriques,  précisément  parce  qu'elles  n'impliquent 
aucune  présupposition  métrique.  C'est  ainsi  (pie  Beltrami  peut 
être  justifié  des  critiques  de  Klein,  quand  il  s'agit  des  propriétés 
métriques;  la  réduction  des  propriétés  métriques  aux  propriétés 
projectives  n'est  qu'apparente,  quoique  l'indépendance  de  ces 
dernières  à  l'égard  de  la  Géométrie  métrique  soit  parfaitement 
réelle. 

35.  Mais  qu'est-ce  que  des  coordonnées  projectives,  et  com- 
ment s'introduisent-elles?  Cette  question  n'a  pas  été  effleurée 
dans  le  Mémoire  de  Cayley,  et  il  semble,  par  suite,  qu'il 
ait  commis  une  erreur  logique  en  employant  des  coordon- 
nées pour  définir  la  dislance;  car,  dans  tous  les  systèmes  anté- 
rieurs, les  coordonnées  étaient  déduites  de  la  distance;  em- 
ployer un  système  quelconque  de  coordonnées  préexistant  pour 
définir  la  distance  était,  par  conséquent,  s'enfermer  dans  un 
cercle  vicieux.  Cayley  mentionne  cette  difficulté  dans  une  Note, 
mais  il  y  remarque    seulement   qu'il  a   considéré    ses    coor- 


(  '  )  C'esl-à-dire   l'équation    AB  —  BG  =  AG,    pour    trois    points    en   ligne 
droite. 
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données  comme  des  nombres  arbitrairement  assignes  aux 
diiÏLTents  points,  suivant  un  certain  système  qu'il  ne  discute 
pas  davantage.  La  difficulté  a  été  traitée  tout  au  long  par 
Sir  U.  Bail  ('),  qui  fait  ressortir  (jue  si  les  valeurs  de  nos  coor- 
données impliquent  déjà  la  mesure  usuelle  de  la  distance,  on 
ne  peut,  sans  contradiction,  en  donner  une  nouvelle  définition, 
tout  eu  conservant  les  coordonnées  habituelles.  Il  ajoute  {op. 
cit.,  p.  i)  :  ((  Eu  éludiaut  la  (léométrie  non-euclidienne,  j'ai  sou- 
vent éprouvé  une  difficulté,  qui  a  été,  je  le  sais,  ressentie  par 
d'autres.  Dans  celte  théorie,  il  semble  qu'on  essaie  de  rem- 
placer notre  noliou  ordinaire  de  la  distance  de  deux  points  par 
le  logarithme  d'un  certain  rapport  anharmonicpie  (-).  Mais  ce 
rapport  lui-même  implique  la  notion  de  la  distance  mesurée  à 
la  manière  ordinaire.  Comment  pouvons-nous  alors  remplacer 


(')  Theot-y  of  tlie  Content  {Transactions  of  the  Royal  Irisli  Academy, 
1889).  . 

(-)  Formule  substiluée  par  Klein  au  sinus  ou  cosinus  inverse  de  Gayley. 
Les  deux  formules  sont  équivalentes,  mais  celle  de  Klein  est  de  beaucoup  la 
plus  commode,  au  point  de  \ue  mathématique.  {Note  de  V auteur.  ) 

Cette  formule  est 

lOfï   f- 
log  A 

OU  plus  simplement 

D  =  c  loj^  --  , 

z  et  ^1  étant  les  coordonnées  projectives  des  deuv  points.  On  peut  \oir  que 
cette  formule  possède  les  propriétés  essentielles  qui  doivent  apparlenii'  à  la 
notion  de  distance  : 

!"  Possibilité  d'additionner  les  distances,  cai' 

'i"  La  distance  d'un  élément  à  lui-même  est  nulle,  car 

tlo- J  -.  o; 

r  La  relation  reste  inaltérée  quand  on  multiplie  z  et  Z\  par  un  même 
nombre. 

Voir  Klein,  Sur  la  Géométrie  non-euclidienne  {lvi\i\\icùo\\  Laugel),  p.  1  > 
et  16.  {Note  du  traducteur.) 
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notre  ancienne  notion  de  la  distance  par  la  notion  non-eucli- 
dienne, étant  donné  que  la  définition  même  de  la  dernière  im- 
plique la  première?  » 

36.  On  est  oblig-é  d'admettre  la  validité  de  cette  objection, 
tant  que  le  rapport  anharmonique  est  défini  de  la  manière  ordi- 
naire, c'est-à-dire  métrique.  Elle  vaudrait,  par  exemple,  contre 
toute  tentative  de  trouver  une  nouvelle  définition  de  la  dis- 
tance fondée  sur  la  définition  du  rapport  anharmonique  par 
Cremona  ('),  définition  qui  le  présente  comme  une  propriété 
métrique  invariante  pour  toute  transformation  projective.  En 
effet,  pour  éviter  toute  faute  de  logique,  il  faut  rejeter  toute 
référence  à  une  grandeur  spatiale  d'espèce  quelconque;  car, 
comme  nous  le  montrerons  plus  loin  (^),  toute  grandeur  spa- 
tiale dépend  logiquement  de  la  grandeur  fondamentale,  qui  est 
la  distance.  Il  faut  aussi  définir  le  rapport  anharmonique  et  les 
coordonnées  par  des  propriétés  purement  descriptives,  si  l'on 
veut  que  l'usage  qu'on  en  fera  dans  la  suite  soit  affranchi  de 
toute  présupposition  métrique,  et  par  suite  à  l'abri  des  objec- 
tions de  Sir  R.  Bail. 

Une  telle  définition  a  été  donnée  d'une  manière  satisfaisante 
par  Klein  (^),  qui  a  recours  pour  cela  à  la  construction  du 
quadrilatère  de  Staudt('').  Au  moyen  de  cette  construction, 
que  j'ai  sommairement  reproduite  (^),  on  obtient  une  définition 
purement  descriptive  des  rapports  harmonique  et  anharmo- 
nique; de  cette  manière,  étant  donné  un  couple  de  points,  on 
peut  obtenir  le  conjugué  harmonique  d'un  troisième  point 
quelconque  de  la  droite  qui  les  joint.  L'introduction  des  coor- 
données projectives  est  fondée  sur  cette  construction.  On  prend 
pour  base  trois  points  quelconques  d'une  ligne  droite,  et  on 


(')  Eléments  of  projective  Geometry,  seconde  édition,  Oxford,  iSgS. 
Cliap.  IX.  Le  Livre  de  Cremona  a  été  traduit  en  français  par  Ed.  Dewulf. 
Paris,  Gaulhier-Villars  (édition  épuisée). 

f')  Chapitre  III,  section  lî. 

(  '  )  Voir  Nicht-Euklid,  t.  I,  p.  338  et  suivantes. 

{'*)    Voir  Staudt,  Géométrie  dar  Lage,  §  8  :  Harmonische  Gebilde. 

{^)  Chapitre  III,  Section  A,  §  112  et  suivants. 
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leur  assigne  arbitrairement  les  nombres  o,  i,  oo.  On  trouve 
ensuite  le  conjugué  barmonique  du  point  o  par  rapport  aux 
points  I  et  co,  et  on  lui  assigne  le  nombre  2.  [Si  on  lui  assigne 
ce  nombre  plutôt  qu'un  autre,  c'est  afin  d'obtenir  la  valeur  —  i 
pour  le  rapport  anharmoniquc  des  quatre  nombres  correspon- 
dant aux  quatre  points  (').j  On  trouve  ensuite  le  conjugué 
harmonique  du  point  i  par  rapport  aux  points  2  et  00,  et  on  lui 
assigne  le  nombre  3,  et  ainsi  de  suite.  Klein  a  montré  que,  par 
cette  construction,  on  peut  obtenir  un  nombre  quelconque  de 
points,  et  construire  le  point  correspondant  à  n'importe  quel 
nombre  donné,  fractionnaire  ou  négatif.  En  outre,  lorsque 
deux  files  de  quatre  points  ont  le  même  rapport  anharmoniquc, 
défini  parla  méthode  descriptive  (-),  les  nombres  corres[)on- 
dants  ont  aussi  le  même  rapport  anharmoniquc.  En  introdui- 
sant ainsi  un  système  de  nombres  sur  deux  droites,  ou  sur  trois, 
on  obtient  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan  ou 
de  l'espace.  Cette  construction,  qui  est  d'une  importance  fonda- 
mentale en  Géométrie  projective,  élude  d'une  manière  satisfai 
santé  la  faute  logique  sur  laquelle  porte  la  critique  de  Sir  R. 
Bail.  Nos  coordonnées  sont  introduites  par  une  méthode  pure- 
ment descriptive  et  n'impliquent  aucune  espèce  de  présup- 
position touchant  la  mesure  de  la  dislance. 

37.  Avec  ce  système  de  coordonnées,  on  ne  commet  plus  de 
cercle  vicieux  en  définissant  la  distance  comme  une  certaine 
fonction  des  coordonnées.  Mais  il  ne  s'ensuit  en  aucune  façon 
que  la  notion  de  la  distance  soit  arbitraire.  Pour  éviter  les 
idées  métriques,  nous  avons  jusqu'ici  exclu  toute  référence  à  la 
distance;  mais  une  fois  la  distance  introduite,  les  idées  mé- 
triques reparaissent  inévitablement,  et  il  faut  nous  rappeler  que 


(')  Le  rapport  anharmoniquc  de  quatre  nombres/?,  y,  r,  s  est  déliai  par 

(p  —  q)  (r  —  s)  ^ 
(P'~r)(q  —  S)' 

(-)  \  savoir  comme   transformables  l'un  dans  l'autre  par  une  collinéation. 
Voir  Chap.  III,  Sect.  A,  §  MO. 
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nos  coordonnées  ne  nous  donnent  aucune  information,  à  pre- 
mière vue,  loucliant  Tune  quelconque  de  ces  idées  métriques. 
Nous  pouvons  naturellement,  si  cela  nous  plaît,  continuer  à 
exclure  la  distance  conçue  au  sens  ordinaire,  comme  la  g^randeur 
d'une  droite  limitée,  et  délinir  le  mol  distance  de  telle  manière 
que  nous  voudrons.  Mais  nous  devrons  alors  trouver  un  nou- 
veau nom  pour  le  concept  que  ce  mot  désij^nait  jusqu'ici,  et  nous 
n'aboutirons  qu'à  créer  une  confusion  entre  le  sens  appaiciit 
de  nos  propositions,  pour  ceux  qui  conservent  les  associations 
appartenant  à  Tancien  sens  du  mot,  et  le  sens  réel,  résultant  de 
la  nouvelle  signilication  attribuée  à  ce  mot. 

Cette  confusion,  je  crois,  a  été  réellement  commise  par  ceux 
(|ui  regardent  la  question  entre  Euclidiens  et  M é tachéomètres 
comme  ])ortant  sur  la  déllnition  de  la  distance.  La  distance  est 
une  relation  quantitative  et,  comme  telle,  présuppose  l'identité 
de  qualité.  Mais  la  Géométrie  projective  traite  uniquement  de 
la  qualité  (c'est  pounpioi  elle  est  appelée  dcscj-iptuc)^  et  elle 
ne  peut  faire  aucune  distinction  entre  deux  ligures  qualitative- 
ment semblables.  Or  la  similitude  qualitative,  en  Géométrie, 
signifie  la  possibilité  d'une  transformation  mutuelle  par  colli- 
néation  (  '  ).  Ainsi  deux  couples  quelconques  de  points  sur  une 
même  ligne  droite  sont  qualitativement  semblables;  leur  seule 
relation  qualitative  commune  est  la  ligne  droite  qui  est  commune 
aux  deux  couples  de  points;  et  c'est  précisément  l'identité  qua- 
litative des  relations  de  ces  deux  couples  qui  permet  d'exprimer 
complètement  la  difTérence  de  leurs  relations  en  termes  de 
(|uantité,  comme  une  difTérence  de  distance  ;  mais,  quand  on  fait 
abstraction  de  la  grandeur,  deux  couples  quelconques  de  points 
situes  sur  une  même  ligne  droite  apparaissent  comme  sem- 
blables, et  il  en  est  encore  de  même  pour  deux  files  de  trois 
points,  car  trois  points  quelconques  sur  une  ligne  droite  peu- 
vent être  transformés  projectivement  en  trois  autres  points 
quelconques.  C'est  seulement  avec  quatre  points  d'une  droite 
([ue  l'on  obtient  une  propriété  projective  qui  les  distingue  des 


(  '  )    Voir  Ghap.  III,  Sect.  A. 
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autres  files  de  quatre  points,  et  cette  propriété  est  leur  rapport 
anliarmonique,  défini  d'une  manière  descriptive.  La  Géométrie 
projective  n'a  donc  aucune  raison  de  donner  un  nom  à  la  rela- 
tion entre  deux  points,  attendu  (jue  cette  relation  n'est  rien  de 
plus  que  la  droite  illimitée  qui  les  contient;  et  (juand  elle  intro- 
duit la  notion  de  distance,  elle  la  définit  de  la  seule  manière 
que  lui  permettent  les  principes  projectifs,  comme  une  relation 
entre  quatre  points.  Comme  elle  désire  néanmoins  que  ce  mot 
lui  permette  de  distinguer  entre  eux  les  différents  couples  de 
points,  elle  convient  de  prendre  deux  des  quatre  points  comme 
fixes.  De  cette  manière,  les  seuls  éléments  variables  dans  la 
distance  sont  les  deux  autres  points,  et  la  distance  apparaît, 
conséquemment,  comme  une  fonction  de  deux  variables,  à 
savoir  les  coordonnées  des  deux  points  variables.  Si,  de  plus, 
on  définit  la  distance  de  telle  sorte  que  la  distance  soit  addi- 
tive  ('),  on  obtient  une  fonction  qui  possède  plusieurs  des  pro- 
priétés de  la  distance  prise  au  sens  ordinaire.  Par  suite,  le  géo- 
mètre projectif  regarde  cette  fonction  comme  la  seule  définition 
convenable  de  la  distance. 

En  fait,  par  la  manière  dont  on  a  introduit  les  coordonnées 
projectives,  on  peut  voir  que  quelque  fonction  de  ces  coor- 
données doit  exprimer  la  distance  au  sens  ordinaire;  car 
elles  ont  été  introduites  progressivement,  de  telle  sorte  qu'en 
avançant  du  point  zéro  vers  le  point  infini  les  coordonnées 
croissent  continuellement.  A  chaque  point  correspondait  une 
coordonnée  définie  :  par  suite,  à  la  distance  de  deux  [)oints  va- 
riables, conçue  comme  une  fonction  qui  ne  dépend  pas  d'autres 
variables,  doit  correspondre  quelque  fonction  définie  de  leurs 
coordonnées,  puisque  celles-ci  sont  elles-mêmes  fonctions  des 
points  correspondants.  La  fonction  étudiée  ci-dessus  doit  donc 
certainement  comprendre  comme  cas  particulier  la  distance 
entendue  au  sens  ordinaire. 

Mais,  du  fait  que  les  deux  points  fixes,  requis  pour  déterminer 
notre  distance  au   sens  projectif,  peuvent  être  arbitrairement 


('  )  Voir  [>.  /|0,  noie  i. 
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choisis,  résulte  la  nature  arbitraire  et  eonvcntionnelle  de  la  dis- 
lance, telle  que  la  conçoivent  MM.  Poincaré  et  Klein,  car,  bien 
que,  notre  choix  une  fois  fait,  deux  points  quelconques  aient  une 
distance  déterminée,  néanmoins,  suivant  le  choix  que  nous  fe- 
rons, cette  distance  deviendra  une  fonction  dilférenle  des  deux 
points  variables.  L'ambig'uïté  ainsi  introduite  ne  peut  être  levée 
au  moyen  des  principes  projectifs;  mais  devons-nous  en  conclure 
qu'elle  ne  puisse  pas  réellement  être  levée?  Ne  faut-il  pas  plutôt 
en  conclure  que  la  Géométrie  projective  ne  peut  pas,  par  elle- 
même,  définir  adéquatement  la  dislance?  Si  A,  B,  C  sont  trois 
points  dillcrents  d'une  droite,  il  doit  exister  quelque  différence 
entre  les  relations  de  A  à  B  et  de  A  à  C,  car  autrement,  en 
vertu  de  l'identité  qualitative  de  tous  les  points,  B  et  G  ne 
pourraient  être  distingués  l'un  de  l'autre  ;  mais  une  telle  diffé- 
rence implique,  entre  A  et  B,  une  relation  qui  soit  indépendante 
des  autres  points  de  la  droite  ;  car  si  l'on  n'avait  pas  une  telle  re- 
lation, les  autres  points  ne  pourraient  apparaître  comme  diffé- 
rents. Donc,  avant  de  pouvoir  distinguer  les  deux  points  fixes 
qui  servent  de  base  à  la  définition  projective,  il  faut  déjà  sup- 
poser qu'il  existe,  entre  deux  points  quelconques  de  notre 
droite,  une  certaine  relation  indépendante  des  autres  points, 
et  cette  relation  est  la  distance  au  sens  ordinaire  (*).  (^uand  on 
aura  mesuré  cette  relation  quantitative  par  les  méthodes  ordi- 
naires de  la  Géométrie  métrique,  on  pourra  ensuite  décider 
quels  points  de  base  il  faut  choisir  sur  la  ligne,  pour  que 
la  fonction  projective  étudiée  ci-dessus  ait  la  môme  valeur  que 
la  distance  ordinaire;  mais  quand  il  s'agit  de  définir  la  distance 
au  sens  ordinaire,  le  choix  de  ces  points  de  base  n'est  pas  arbi- 
traire, et  leur  introduction  n'est  qu'un  artifice  technique.  La 
distance,  au  sens  ordinaire,  reste  une  relation  entre  deux 
points,  et  non  entre  quatre;  et  c'est  faute  d'avoir  aperçu  que  le 
sens  projectif  diffère  du  sens  ordinaire,  et  ne  peut  pas  le  rem- 
placer, que  sont  nées  les  opinions  de    MM.   Klein  et  Poin- 


(')  Il  s'ensuit  que  la  réduction  des  propriétés  métriques  aux  propriétés 
projectives  (même  lorsque  l'Absolu  est  réel,  comme  dans  la  Géométrie  hyper- 
bolique) n'est  qu'apparente  et  a  une  valeur  purement  technique. 
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caré.  Ce  n'est  donc  pas  là  une  question  de  convention,  mais 
une  question  qui  porto  sur  les  propriétés  métriques  irré- 
ductibles de  l'espace.  En  résumé  :  les  grandeurs,  telles  qu'elles 
sont  employées  en  Géométrie  projective,  ne  valent  pas  comme 
grandeurs  spatiales;  ce  ne  sont  que  des  symboles  conven- 
tionnels pour  des  relations  spatiales  purement  qualitatives; 
mais  la  distance,  en  tant  que  grandeur,  présuppose  l'identité 
de  qualité,  comme  condition  de  la  comparaison  quantita- 
tive. La  distance,  au  sens  ordinaire,  est,  en  deux  mots,  cette 
relation  quantitative  entre  deux  points  d'une  ligne,  qui  permet 
de  définir  leur  différence  d'avec  les  autres  points.  Seulement, 
comme  la  définition  projective  ne  peut  pas  distinguer  une  col- 
lection de  moins  de  quatre  points  de  toute  autre  collection  sur 
la  même  ligne  droite,  la  distance  dépend  de  deux  autres  points 
en  plus  des  deux  dont  elle  définit  la  relation.  Il  ne  reste  donc 
aucun  nom  pour  la  distance  au  sens  ordinaire,  et  plusieurs  au- 
teurs de  Géométrie  projective,  ayant  supprimé  le  mot,  croient 
avoir  aussi  supprimé  la  chose,  et  sont  enclins  à  affirmer  que 
deux  points  ne  peuvent  avoir  une  relation  unique.  Cette  con- 
fusion, en  Géométrie  projective,  montre  l'importance  d'un 
nom,  et  doit  nous  faire  regarder  à  deux  fois  avant  d'admellre 
de  nouveaux  sens  capables  d'obscurcir  une  des  propriétés  fonda- 
mentales de  l'espace. 

38.  Il  nous  reste  à  examiner  comment  les  Géométries  non- 
euclidiennes  résultent  de  la  définition  projective  de  la  distance, 
et  comment  on  doit  interpréter  cette  vue  des  métagéométres. 
Il  est  à  remarquer  que  les  méthodes  projectives  employées 
par  Cayley  s'appliquent  constamment  au  plan  euclidien,  sur 
lequel  elles  introduisent  différentes  mesures  de  la  distance.  De 
là  vient  que  toute  interprétation  de  ces  méthodes  attribue  aux 
espaces  non-euclidiens  une  subordination  apparente,  comme 
s'ils  étaient  moins  indépendants  que  l'espace  euclidien.  Cette 
subordination  ne  sera  pas  admise  dans  la  suite  ;  au  contraire, 
la  corrélation  des  espaces  non-euclidiens  avec  l'espace  euclidien 
sera  regardée  comme  ayant  une  certaine  valeur  :  d'abord,  parce 
que  celui-ci  a  été  plus  longuement  étudié  et  nous  est  plus  fami- 
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lier;  mais,  surtout,  parce  que  cette  corrélaliou,  correctement 
interprétée,  prouve  que  les  autres  espaces  subsistent  par  eux- 
mêmes.  En  discutant  cette  interprétation,  nous  pouvons  nous 
borner  principalement  aux  distances  mesurées  sur  une  seule 
lig^ne  droite;  mais  il  faut  avoir  soin  de  se  rappeler  que  la 
définition  métrique  de  la  distance  (qui,  suivant  ro[)inion  ici 
soutenue,  est  la  seule  définition  adéquate)  est  la  même  dans  les 
espaces  euclidien  et  non-euclidiens;  plaider  en  sa  faveur  n'est 
donc  pas  plaider  en  faveur  d'Euclide. 

Le  schème  projectifdcs  coordonnées  consiste  en  une  série  de 
nombres,  dont  cbacun  représente  un  certain  rapport  anharmo- 
nique  et  désigne  un  point  et  un  seul,  et  qui  vont  en  croissant 
constamment  avec  la  distance  à  partir  d'une  origine  fixe, 
jusqu'à  ce  qu'ils  atteignent  l'infini  en  arrivant  à  un  certain 
pomt.  Or  Cayley  a  montré  que,  dans  la  Géométrie  euclidienne, 
la  distance  peut  être  exprimée  par  la  limite  du  logarithme  du 
rapport  anharmonique  des  deux  points  et  des  points  à  l'infini 
sur  leur  ligne  droite  (lesquels  coïncident);  tandis  que,  si  Ton 
suppose  que  les  points  à  l'infini  restent  distincts,  on  obtient  la 
formule  de  la  distance  dans  la  Géométrie  hyperbolique  ou 
sphérique,  suivant  que  ces  points  sont  réels  ou  imaginaires.  Il 
s'ensuit  alors  que,  avec  la  définition  projective  de  la  distance, 
on  obtient  précisément  les  formules  de  la  Géométrie  hyperbo- 
lique, parabolique  ou  sphérique,  suivant  que  le  point  auquel 
on  assigne  la  valeur  +cc  est  pris  à  une  distance  (au  sens  ordi- 
naire) finie,  infinie  ou  imaginaire  du  point  auquel  on  assigne  la 
valeur  o.  Notre  ligne  droite  reste,  pendant  tout  ce  temps,  une 
droite  euclidienne  ordinaire;  mais  on  a  vu  que  la  définition 
projective  de  la  distance  ne  concorde  avec  la  véritable  défi- 
nition que  lorsque  les  deux  points  auxquels  elle  se  réfère  sont 
convenablement  choisis.  Or  la  signification  ordinaire  de  la  dis- 
tance est  nécessaire  aux  géométries  non-euclidiennes  comme  à 
la  Géométrie  euclidienne;  en  effet,  c'est  seulement  par  les  pro- 
priétés métriques  que  ces  géométries  difierent.  Par  suite,  si 
notre  ligne  droite  euclidienne  peut  servir  à  figurer  d'autres 
géométries  que  celle  d'Euclide,  elle  ne  peut  cependant  être 
correctement  employée  que  par  celle-ci.  Toutes  les  fois  que 
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nous  donnons  de  la  distance  une  définition  difTérente  de  celle 
d'Euclide,  nous  restons  dans  le  doinain.e  des  pro[)riétés  purement 
projcclives,  et  nous  n'en  pouvons  tirer  aucun  renseignement 
sur  les  propriétés  métriques  de  notre  ligne  droite.  Mais  Tim- 
portance  de  cette  nouvelle  interprétation,  en  Métagéométrie, 
réside  dans  le  fait  qu'ayant  établi  d'une  manière  indépendante 
les  formules  métriques  des  espaces  non-euclidiens,  nous  trou- 
vons, comme  dans  Y  Essai  de  lieltrami,  que  ces  espaces  peuvent 
être  rapportés,  par  une  correspondance  homograpliique,  aux 
points  de  l'espace  euclidien;  et  cela  peut  s'effectuer  de  manière 
à  donner,  pour  la  distance  entre  deux  points  de  notre  espace 
non-euclidien,  la  mesure  hyperbolique  ou  sphérique  de  la  dis- 
tance pour  les  points  correspondants  de  l'espace  euclidien. 

39.  Somme  toute,  la  thèse  qui  paraît  la  plus  soutenable  est 
une  modification  de  l'opinion  de  sir  R.  Bail,  qui  est  pratique- 
ment une  généralisation  de  la  méthode  de  Beltrami.  Il  imagine 
ce  que,  avec  Grassmann,  il  appelle  un  Contenu,  c'est-à-dire  une 
multiplicité  parfaitement  générale  à  trois  dimensions,  et  alors 
il  fait  correspondre  ses  éléments  un  par  un  à  des  points  de  l'es- 
pace euclidien.  Chaque  élément  du  Contenu  reçoit  ainsi,  pour 
coordonnées,  les  coordonnées  euclidiennes  ordinaires  du  point 
correspondant  dans  l'espace  euclidien.  Grâce  à  cette  corréla- 
tion, nos  calculs,  quoique  se  rapportant  au  Contenu,  se  pour- 
suivent dans  l'espace  euclidien,  comme  dans  VEssai  de  Bel- 
trami. La  confusion  disparaît  alors,  mais  avec  elle  disparaît 
aussi  la  prétendue  interprétation  euclidienne.  Si  le  Contenu  de 
sir  R.  Bail  est  réellement  un  espace,  il  doit  être  un  espace  radi- 
calement différent  de  celui  d'Euclide  (  *  )  ;  parler,  comme  Klein, 
de  plans  ordinaires  avec  des  mesures  hyperboliques  ou  ellip- 
tiques de  la  distance,  c'est,  ou  bien  commettre  une  contradic- 
tion, ou  bien  renoncer  à  toute  signification  métrique  de  la  dis- 

(  •)  Sir  R.  Bail  ne  regarde  pas  son  Contenu  non-euclidien  comme  un  e«parc 
possible  (voir  op.  cil.,  p.  i5i).  Sur  ce  point  important,  je  me  sépare  de  son 
interprétation,  car  je  considère  ce  Contenu  comme  un  espace  aussi  possible 
a  priori  que  celui  d'Kuclide,  et  qui  peut  être  actuellement  vrai  dans  la  limite 
des  erreurs  d'observation. 

R.  4 
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tance.  Au  lieu  de  plans  ordinaires,  on  a  des  surfaces  de 
courbure  constante  comme  celles  de  Bcltrami;  au  lieu  de  Tes- 
pace  euclidien,  on  a  un  espace  hyperl)oli([uo  on  spli(''rique.  Il 
reste  vrai,  cependant,  que,  par  la  méthode  de  Klein,  on 
peut  donner  un  sens  euclidien  à  chaque  proposition  symbo- 
lique de  la  Géométrie  non-euclidienne;  car,  en  substituant  à  la 
distance  le  logarithme  indiqué  précédemment  (§  35),  on  lire 
du  résultat  non-euclidien  un  résultat  qui  découle  des  axiomes 
euclidiens  ordinaires.  Cette  correspondance  écarte,  une  fois 
pour  toutes,  la  possibilité  d'une  contradiction  latente  dans  la 
Vlétagéométrie,  puisque,  à  une  proposition  de  l'une,  corres- 
pond une  proposition  et  une  seule  de  Tautre,  et  qu'à  des  résul- 
tats contradictoires  dans  un  système  correspondraient,  par 
suite,  des  résultats  contradictoires  dans  l'autre.  La  Métagéo- 
métrie  ne  peut  donc  conduire  à  des  contradictions  sans  que,  au 
même  instant,  la  Géométrie  euclidienne  ne  mène  à  des  contra- 
dictions correspondantes.  Ainsi  le  plan  euclidien  avec  une 
mesure  hyperbolique  ou  ellipti(jue  de  la  distance,  tout  en  étant, 
soit  contradictoire,  soit  non  métrique  en  tant  (pie  notion  indé- 
pendante, est  extrêmement  utile  comme  auxiliaire  pour  l'in- 
terprétation des  résultats  non-euchdiens. 

40.  Nous  avons  encore  à  discuter  la  troisième  espèce  de  Géo- 
métrie non-euclidienne  de  Klein,  qu'il  appelle  elliptique.  La 
différence  entre  celle-ci  et  la  Géométrie  sphérique  est  difficile  à 
saisir,  mais  on  peut  la  figurer  par  un  exemple  simple.  On  sait 
(pi'un  plan  peut  être  enroulé  sans  extension  sur  un  cylindre,  et 
les  lignes  droites  du  plan  deviennent,  dans  cette  opération,  des 
lignes  géodésiques  du  cylindre.  Les  géométries  du  ])lan  et  du 
cvliudrc  ont  donc  beaucoup  de  points  communs.  jNLais  puisque 
le  cercle  générateur  du  cylindre,  ([ui  est  une  de  ses  lignes  géo- 
désiques, est  fini,  on  n'emploie  quuue  portion  du  plan  en  l'en- 
roulant une  fois  autour  du  cylindre.  Si  donc  on  cherche  à 
établir  une  correspondance  point  par  ])oint  entre  le  plan  et  le 
cylindre,  on  trouvera  une  série  infinie  de  points  du  plan  pour 
un  seul  point  du  cylindre.  11  arrive  ainsi  que  des  lignes  géodé- 
siques peuvent  avoir  sur  le  cylindre  un  nombre  infini  de  points 
d'intersection,    bien  que  sur  le  plan  elles  n'aient   qu'un  seul 
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point  commun.  La  relation  entre  les  géométries  sphérique  et 
elliptique  est  (pielque  chose  d'analogue.  A  un  point  quelconque 
de  l'espace  ellipti«|ue  correspondent  deu\  points  de  l'espace 
sphérique.  Aussi  des  lignes  géodésiques  (pii,  dans  l'espace  sphé- 
rique, peuvent  avoir  deux  points  communs,  ne  peuvent  jamais, 
dans  l'espace  elliptique,  avoir  plus  d'une  intersection. 

Mais  la  méthode  de  Klein  peut  seulement  prouver  que  la 
Géométrie  elliptique  vaut  pour  le  plan  euclidien  ordinaire  avec 
la  mesure  ellipticpie  de  la  distance.  Klein  a  fait  de  grands 
efforts  pour  confirmer  la  distinction  des  géométries  sphérique 
et  elliptique  (*),  mais  il  n'est  pas  immédiatement  évident  que 
la  dernière  soit  valable  comme  distincte  delà  première. 

En  premier  lieu,  la  Géométrie  elliptique  de  Klein,  qui  se  pré- 
sente comme  un  des  systèmes  de  mesure  possibles  sur  le  plan 
euclidien  ou  dans  l'espace  euclidien,  ne  peut  suffire  par  elle- 
même,  si  la  discussion  précédente  a  quelque  valeur,  à  prouver  la 
possibilité  d'un  espace  elliptique,  c'est-à-dire  d'un  espace  ayant 
une  correspondance  point  par  point  avec  l'espace  euclidien  et 
ayant,  pour  expression  de  la  distance  ordinaire  entre  deux  de  ses 
points,  la  définition  elliptique  de  la  distance  entre  les  points  cor- 
respondants de  l'espace  euclidien.  Pour  prouver  cette  possibi- 
lité, il  faut  ad(5pter  la  méthode  directe  de  Xevvcomb  (-).  Or, 
en  premier  lieu,  iSewcomb  n'a  pas  prouvé  que  ses  postu- 
lats fussent  compatibles  entre  eux;  il  a  seulement  échoué  à 
prouver  qu'ils  fussent  contradictoires  (').  Cela  laisserait  l'es- 
pace ellipti(pic  dans  la  position  où  Lobalchevsky  et  liolyaï 
avaient  laissé  l'espace  hyperbolique.  Bien  plus,  il  semble,  à 
première  vue,  qu'il  y  ail  une  contradiction  positive  dans  l'idée 

(')  Voir  Nicht-Euklid.  t.  I,  p.  97  el  suivantes  et  p.  29>  et  suivantes. 

(*)  Journal  de  Crelle,  t.  83. 

(')  Newconib  dit  {loc.  cit.  p.  2<j3):  a  Le  système  exposé  ici  est  fondé  sui- 
tes trois  postulats  suivants  : 

»  1°  Je  suppose  que  l'espace  est  triplement  étendu,  illimité,  n'a  anciino  pro- 
priété qui  dépende  de  la  position  ou  de  la  direction,  et  possède  une  (elle 
'(  planilé  »  (planeness)  dans  ses  plus  petites  parties,  que  les  pos'.ulals  de 
la  Géométrie  euclidienne,  et  nos  notions  communes  sur  les  rclalions  des  par- 
ties de  l'espace,  soient  vrais  pour  toute  région  infiniment  petite  de  l'espace. 

7)  2"  Je  suppose  que  cet  espace  est  affecté  d'une  courbure  telle  qu'une  ligne 
droite  re\ient  toujours  sur  elle-même  au  bout  d'une  dislance  linie  et  réelle 
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d'un  espace  elliptique  à  deux  dimensions.  Mais  pour  expliquer 
cela,  il  est  nécessaire  de  rappeler  quelques  particularités  du 
plan  elliptique. 

Le  plan  elliptique,  considéré  comme  une  figure  dans  l'espace 
elliptique  à  trois  dimensions,  est  ce  qu'on  nomme  une  sui-Jacc 
unilatcre(^),  c'est-à-dire,  comme  dit  Nevvcomb  (-)  :  «  Les  deu\ 

viD  sans  j)eidre,  dans  une  partie  quelconque  de  son  cours,  cette  synirtrie  de 
tous  les  côtés  par  rapport  à  l'espace,  qui  constitue  la  propriété  fondamentale 
de  notre  notion  de  dioite. 

»  3°  Je  suppose  que  si  deux  lignes  droites  issues  du  nièine  point  foni 
entre  elles  l'angle  infiniment  petit  a,  leur  écartement,  à  la  distance  /■  de  leur 
point  d'intersection,  sera  donné  par  l'équation 

»  La  ligne  droite  a  ainsi  en  commun  avec  la  droite  euclidienne  cette  pro- 
priété, que  deux  semblables  droites  ne  se  coupent  qu'en  un  seul  |)oint.  Il  se 
peut  que  le  nombre  des  points  où  deux  semblables  lignes  se  coupent  puisse 
être  déterminé  parles  lois  de  la  courbure:  mais  s'il  n'est  pas  possible  de  le 
déterminer  ainsi,  j'admets,  à  litre  de  postulat,  la  propriété  fondamentale  <\.' 
la  ligne  droite  euclidienne.  » 

Il  est  clair  qu'en  l'absence  de  ladite  détermination,  la  possibilité  de  l'es- 
pace elliptique  n'est  pas  établie.  Par  exemple,  on  pourrait  peut-être  prouver 
que,  dans  un  espace  où  il  existe  un  maximum  de  distance^  il  doit  exister  un 
nombre  infini  de  droites  joignant  deux  points  de  distance  mavima.  Dans  ce 
cas,  l'espace  elliptique  deviendrait  impossible. 

(')  Pour  l'explication  de  ce  terme,  voi>-  Kleix,  Aic/if-EuAlid,  t.  I,  |).  ()<» 
et  suiv.  (Note  de  l'auteur.) 

IS'ous  traduisons  double  surface  (en  allemand  Doppeljlàche )  par  sur- 
face unilatère,  expression  employée  par  MM.  Poincaré  et  Picard,  pour 
désigner  une  surface  qui  n'a  qu'une  face,  par  opposition  aux  surfaces  bila- 
tères,  comme  le  plan  euclidien,  dont  les  deux  faces  sont  entièrement  séparées. 

L'exemple  le  plus  simple  de  surface  unilatère  est  le  ruban  de  Mobius. 
représentation  concrète  du  plan  elliptique,  obtenu  en  prenant  un  rectangle 
AliA'B'  et  en  cjllant  les  deux  bouts  de    manière  à  superposer  A'  à  A  et  H' 

Fi  g.  ■-!. 
A, . .B- 


à  B.  Cette  surface  n'a  qu'une  faciî,  double  en  ce  sens  qu'elle  forme  à  la  fois 
l'envers  et  l'endroit  et  que  chaque  point  compte  deux  fois,  car,  en  parcou- 
rant le  ruban  de  Alobius,   on   passe  deux  fois  par  chaque  point. 

( \ote  du  traducteur.) 
(2)  Loc.  cit.,  p.  298. 
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faces  d'un  plan  complet  ne  sont  pas  distinctes  comme  dans  une 
surface  euclidienne —  Si  un  voya|^^eur  doit  parcourir  la  dis- 
tance 2D,  il  se  trouvera,  au  retour,  sur  la  face  opposée  à  celle 
dont  il  était  parti,  et  il  aura  à  répéter  son  voyage  pour  revenir 
à  sa  position  primitive  sans  quitter  la  même  surface.  »  Or,  si 
nous  ima{:^inons  un  espace  elliptique  à  den.r  dimensions,  la  dis- 
tinction entre  les  deu\  faces  d'un  plan  n'a  plus  de  sens,  puis- 
(ju'elle  n'a  de  signification  que  par  rapport  à  la  troisième 
dimension.  Néanmoins,  une  telle  distinction  devrait  s'imposer 
à  nous.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  prenne  un  petit  cercle 
muni  d'une  llèche,  comme  dans  la  iigure  ci-jointe,  et  qu'on  le 

Fifi.  3. 


transporte  une  fois  autour  de  l'univers;  le  sens  de  la  flèche  sera 
alors  renversé  (').  On  sera  donc  obligé,  soit  de  regarder  la 
nouvelle  position  comme  distincte  de  la  première,  ce  qui  traus- 
fornie  notre  plan  en  plan  sphéricjue,  soit  d'attribuer  le  renver- 
sement de  la  flèche  à  l'action  d'un  mouvement  qui  rétablisse 
notre  cercle  dans  sa  position  primitive.  11  faut  remanjuer 
qu'aucun  mouvement  moindre  que  celui  qui  consiste  à  se  dé- 
placer autour  de  l'univers  ne  suffirait  à  renverser  le  sens  de  la 
flèche.  Ce  renversement  ressemble  à  une  action  de  l'espace 
vide,  ce  qui  nous  forcerait  à  regarder  comme  réellement  dis- 
tincts les  points  qui,  au  point  de  vue  de  la  troisième  dimension, 
coïncident  quoique  oj)posés,  et  à  ramener  ainsi  le  plan  elliptitpie 
au  plan  sphéri(pie.  Mais  c'est  le  mouvement,  et  non  resj)ace, 
qui  est  la  cause  réelle  du  changement;  et,  par  suite,  il  n'est 
pas  prouvé  que  le  plan  elliptique  soit  impossible.  La  (pieslion 
n'est  pas,  en  tout  cas,  d'une  grande  importance  philosophique. 


(')  Celle  parlicularilé  de  la  Géomélrie  cilipliquc  esl  disctilre  loul  au  loiifj 
dans  le  Li\re  VI,  Gliap.  II,  de  V Univcrsal  Algebva  de  M.  A.-N.  W'Iiileliead. 
Cambridge,  1898. 
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41.  La  réduction  de  la  Géométrie  métrique  à  la  Géométrie 
projective  nous  fournit  encore  un  sujet  de  discussion.  C'est 
par  remploi  géométrique  des  imaginaires  que  cette  réduction 
s'efTectue,  excepté  dans  le  cas  de  l'espace  hyperbolique, 
.l'ai  déjà  soutenu  (§  37,  note),  pour  d'autres  raisons,  que 
cette  réduction  est  purement  technique  et  n'a  aucune  valeur 
philosophique,  malgré  son  immense  importance  technique,  et 
bien  que  la  Géométrie  projective  soit  complètement  alTranchie, 
au  point  de  vue  logi(pie,  des  idées  métriques.  Nous  arrive- 
rons à  la  même  conclusion  en  répondant  à  l'invitation  lancée 
par  Cayley  à  l'Association  britannique,  dans  son  Adresse  pré- 
sidentielle de  i883. 

De  cette  adresse,  le  professeur  Cayley  a  consacré  la  majeure 
partie  aux  systèmes  non-euclidiens.  Les  espaces  non-eucli- 
diennes, déclare-t-il,  lui  semblent  avoir  été  regardés  à  tort 
comme  a  priori  (');  mais  il  accepte  les  Géométries  non-eucli- 
diennes, ici  comme  dans  ses  œuvres  mathématiques,  comme 
découlant  d'un  changement  dans  la  définition  de  la  dislance. 
Cette  opinion  a  déjà  été  disculée  et  n'a  donc  pas  besoin  d'être 
davantage  critiquée  ici.  Ce  dont  je  voudrais  parler,  c'est  de  la 
question  par  laquelle  Cayley  lui-même  a  ouvert  son  Adresse,  à 
savoir  de  l'usage  et  de  la  signification  des  quantités  imaginaires. 
D'après  la  manière  dont  il  en  parle,  il  devient  indispensable  de 
la  traiter  avec  quelque  développement.  Il  dit  en  effet  (p.  8  et  9)  : 

«  ...  La  notion  qui  est  réellement  fondamentale  (et  je  ne 
saurais  insister  trop  fortement  sur  cette  assertion),  qui  soutient 
et  pénètre  toute  la  conception  de  l'Analyse  et  de  la  Géométrie 
modernes,  est  celle  de  la  grandeur  imaginaire  en  Analyse  et  de 
l'espace  imaginaire  en  Géométrie  (cet  espace  étant  conçu  comme 
le  lieu  des  points  et  des  figures  imaginaires)  :  j'emploie  dans 
chaque  cas  le  mol  imaginaire  comme  comprenant  le  réel 


(')  Cf-  P-  9  di^  rapport  :  «  Mon  opinion  est  que  le  douzième  axiome  clEu- 
olide,  dans  la  forme  que  lui  donne  Playfair,  n'a  pas  besoin  de  démonstration, 
mais  fait  partie  de  notre  notion  de  l'espace,  de  l'espanc  physique  de  notre 
expérience,  lequel  est  la  représentation  qui  gît  au  fond  de  toute  expérience 
externe.  » 
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Lors  même  que  la  conclusion  sérail  que  celte  nolion  apparlient 
aux  malhématiques  puremenl  lechniques,  ou  qu'elle  se  rap- 
porte à  des  non-èlres  à  léj^^ard  desquels  aucune  science  n'esl 
possible,  encore  me  semble-t-il  que  cette  nolion  ne  devrait  pas 
être  ainsi  ig^norée  comme  sujet  de  discussion  philosophique;  on 
devrait  tout  au  moins  montrer  qu'on  a  le  droit  de  l'ignorer.    » 

42.  C'est  ce  droit  que  je  me  propose  de  démontrer  présen- 
tement; mais,  de  peur  que  les  non-mathématiciens  ne  se 
méprennent  sur  le  sens  de  la  remarque  de  Cayley  (qu'on  a 
(|uelquefois  crue  à  tort  se  rapporter  aux  espaces  non-eucli- 
diens), il  vaut  autant  expliquer  tout  de  suite  que  cette 
question  est  radicalement  distincte  de  celle  de  la  valeur  ou  de 
la  portée  de  la  Métagéométrie,  et  n'a  avec  elle  qu'un  rapport 
indirect.  Lue  quantité  imaginaire  est  une  quantité  qui  contient 
y/—  I  ;  sa  forme  la  plus  générale  est  a  -h  b  \  —  i ,  où  a  et  Z;  sont 
réels  ;  Cayley  emploie  le  mot  imaginaire  comme  comprenant  le 
réel,  afin  d'envelopper  le  cas  spécial  où  b^=o.\\  sera  commode, 
dans  ce  qui  suit,  d'exclure  ce  sens  plus  large,  et  de  supposer 
que  h  n'est  pas  nul.  Un  point  imaginaire  est  un  point  dont  les 
coordonnées  contiennent  \^i,  c'est-à-dire  dont  les  coordon- 
nées sont  des  quantités  imaginaires.  Une  courbe  imaginaire  est 
une  courbe  dont  les  points  sont  imaginaires,  ou,  dans  (juelques 
cas  spéciaux,  dont  l'équation  contient  des  coefficients  imagi- 
naires. Nous  n'avons  pas  besoin  de  discuter  ici  les  subtilités 
mathématiques  auxquelles  celle  notion  donne  lieu  ;  le  lecteur 
que  le  sujet  intéresse  trouvera  un  excellent  exposé  élémentaire 
des  emplois  géométriques  des  imaginaires  dans  Klein,  Nichl- 
Euklid,  t.  II,  p.  38  à  4^-  Pour  notre  objet  présent,  nous  pou- 
vons nous  borner  aux  points  imaginaires.  Si  nous  trouvons 
qu'ils  ont  une  importance  purement  technique  et  qu'ils  sont 
dépourvus  de  toute  signification  philosophique,  la  même 
conclusion  vaudra  pour  toute  collection  de  points  imaginaires, 
c'est-à-dire  pour  toute  courbe  ou  surface  imaginaire. 

Que  la  notion  des  points  imaginaires  soit  d'une  suprême  im- 
portance en  Géométrie,  on  s'en  apercevra  si  l'on  réfléchit  que  les 
points  circulaires  à  l'infini  sont  imaginaires,  et  (pie  de  ces  points 
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dépend  la  réduclion  de  la  Géométrie  métrique  à  la  Géométrie 
projectivc,  qui  est  une  des  plus  grandes  conquêtes  de  Cayley. 
Mais  il  m'est  difficile  de  discuter  complètement  leur  importance 
philosophique,  car  je  ne  connais  pas  de  théorie  philosophique 
satisfaisante  de  l'emploi  des  imaginaires  dans  F  Algèbre  pure; 
j'adopterai  par  suite  l'hypothèse  la  plus  favorable,  et  j'admet- 
trai que  cet  emploi  ne  prête  à  aucune  objection  sérieuse.  Même 
dans  cette  hypothèse,  je  crois  cpi'on  ne  peut  découvrir  aucune 
place  pour  des  points  imaginaires  en  Géométrie. 

En  premier  lieu,  il  faut  exclure  des  points  imaginaires  consi- 
dérés ceux  dont  les  coordonnées  ne  sont  imaginaires  qu'avec 
certains  systèmes  spéciaux  de  coordonnées.  Par  exemple,  si 
l'une  des  coordonnées  d'un  point  est  la  tangente  menée  de  ce 
pointa  une  sphère,,  cette  coordonnée  sera  imaginaire  pour  tout 
point  pris  à  l'intérieur  de  la  sphère,  et  pourtant  le  point  est 
parfaitement  réel.  Un  point  ne  doit  donc  être  appelé  iinagi- 
uaire  (pie  lorsqu'une  ou  plusieurs  des  grandeurs  qui  expriment 
ses  coordonnées  restent  imaginaires,  quel  que  soit  le  système 
réel  de  coordonnées  que  l'on  adopte.  Pour  notre  objet,  il  suf- 
fira mathématiquement  de  supposer  nos  coordonnées  carté- 
siennes; un  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont 
imaginaires  est  en  effet  un  véritable  point  imaginaire  dans  le 
sens  que  nous  venons  de  définir. 

Pour  discuter  la  signification  d'un  tel  point,  il  est  nécessaire 
d'étudier  brièvement  la  nature  fondamentale  de  la  correspon- 
dance entre  un  point  et  ses  coordonnées.  En  supposant  que  la 
Géométrie  élémentaire  ait  prouvé  (ce  qu'elle  fait,  je  crois, 
d'une  manière  satisfaisante)  que  les  relations  spatiales  sont 
susceptibles  de  mesure  quantitative,  un  point  donné  aura,  dans 
un  espace  à  n  dimensions  et  dans  un  système  convenable  de 
coordonnées,  n  relations  quantitatives  avec  la  figure  spatiale  fixe 
([ui  forme  les  axes  de  coordonnées;  et  ces  n  relations  quanti- 
tatives seront  uniques,  sous  certaines  réserves,  c'est-à-dire 
(pi'aucun  autre  point  n'aura  pour  coordonnées  les  mêmes 
grandeurs  qui  sont  assignées  à  ce  point.  (Dans  beaucoup  de 
systèmes  possibles  de  coordonnées,  cette  dernière  condition 
n'est  [)as  réalisée;  mais,  pour  cette  raison,  ils  sont  incommodes 


HISTOIRE  SOMMAIRE    DE    LA    MÉTAGKOHKTRIE.  57 

et  employés  seulement  dans  des  problèmes  spéciaux.)  Ainsi, 
étant  donnés  un  système  de  coordonnées  et  un  ensemble  de 
grandeurs,  ces  grandeurs  déterminent  un  point  uni(jue,  si  tou- 
tefois elles  en  dclcrmiucnl  un.  Seulement,  par  une  extension 
naturelle  de  la  mélliode,  on  supprime  la  réserve  précédente,  et 
Ton  admet  qu'à  tout  ensemble  de  grandeurs  doit  correspondre 
un  point.  Mais  il  ne  me  paraît  pas  y  avoir  Tombre  dune  preuve 
en  faveur  de  celle  supposition.  Un  facteur  pourrait  aussi  bien 
supposer  (jue,  puisque  cliaque  maison  dans  une  rue  est  unique- 
ment délerminée  par  son  numéro,  il  doit  y  avoir  une  maison 
correspondant  à  cliaque  nombre  imaginable.  Il  faut  savoir,  en 
efl'et,  qu'un  ensemble  donné  de  grandeurs  peut  représenter  les 
coordonnées  de  quelque  point  de  l'espace,  avant  de  pouvoir 
donner  une  signification  spatiale  à  ces  grandeurs,  et  cette  con- 
naissance ne  peut  évidemment  pas  provenir  des  opérations 
faites  sur  les  coordonnées  seules,  sous  peine  de  cercle  vicieux. 
Il  faut,  pour  revenir  à  l'exemple  précédent,  connaître  le  nombre 
des  maisons  de  Piccadilly  (  *  )  avant  de  savoir  si,  à  un  numéro 
donné,  correspond,  oui  ou  non,  une  maison;  et  l'Arithmétique 
seule,  aussi  habilement  employée  qu'on  voudra,  ne  nous  en 
instruira  jamais. 

Ainsi  la  distinction  qui  importe  est,  non  pas  celle  des  gran- 
deurs réelles  et  imaginaires,  mais  la  distinction  des  grandeurs 
auxquelles  correspondent  des  points  et  de  celles  auxquelles  il 
n'en  correspond  aucun.  On  peut,  par  convention,  s'arranger 
pour  désigner  des  points  réels  par  des  coordonnées  imagi- 
naires, comme  dans  la  méthode  de  Gauss,  où  l'on  dislingue 
par  la  quantité  unique  a  -h  ^  v^—  i  le  point  dont  les  coordon- 
nées ordinaires  sont  a  et  b.  Mais  cqla  n'a  pas  de  rapport  avec  la 
méthode  de  Cayley.  Selon  Cayley,  il  est  très  utile  en  Mathéma- 
tiques de  regarder  comme  des  points 'ayant  une  existence  réelle 
dans  l'espace  les  corrélatifs  spaliaux  hypothétiques  de  (pian- 
tités  qui,  avec  le  système  de  coordonnées  employé,  n'ont  pas 
de  corrélatif  dans  l'espace  ordinaire,  et  jjcaucoup  de  mathé- 

(')  Tout  le  monde  sait  que  Piccadilly  est  une  rue  de  I.oiidres. 

(Ao/e  du  traducteur.) 
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maticiens  croient  que  cette  utilité  révèle  la  validité  d'une  hypo- 
thèse aussi  féconde.  Pour  fixer  les  idées,  considérons  les  axes 
cartésiens  dans  Tespace  euclidien  à  trois  dimensions.  On  voit 
alors  immédiatement  qu'un  point  peut  être  situé  à  n'importe 
(pielle  distance  à  droite  ou  à  gauche  de  Fun  des  trois  plans  coor- 
donnés :  si  donc  Ton  prend  cette  distance  pour  coordonnée,  il 
est  clair  qu'à  toutes  les  grandeurs  de  —  qc  à  -f- oo  corres- 
pondent des  points  réels.  Il  en  est  de  même  pour  les  deux 
autres  coordonnées;  et  puisque  la  Géométrie  élémentaire 
prouve  que  leurs  variations  sont  indépendantes  entre  elles,  nous 
sommes  sûrs  qu'à  tout  ensemble  de  trois  quantités  réelles  cor- 
respond un  point  réel  et  un  seul.  Mais  nous  savons  aussi,  au 
moyen  de  la  méthode  exhaustive  employée,  que  tout  l'espace 
est  couvert  par  l'ensemljlc  de  ces  trois  grandeurs  variables;  par 
suite,  un  nouvel  ensemble  de  grandeurs,  comme  en  inlioduit 
l'emploi  des  imaginaires,  ne  possède  aucun  corrélatif  spatial, 
et  l'on  ne  peut  admettre  qu'il  en  possède  un  que  par  une  fiction 
commode. 

43.  On  pourrait  néanmoins  penser  que  le  fait  c|ue  cette  fic- 
tion est  commode  indique  qu'elle  est  plus  qu'une  fiction.  Mais 
cette  présomption  peut,  je  crois,  être  aisément  écartée.  En  effet, 
tous  les  emplois  fructueux  des  imaginaires,  en  Géométrie,  sont 
ceux  qui  commencent  et  finissent  par  des  grandeurs  réelles  et 
ne  font  usage  des  imaginaires  que  pour  les  étapes  intermé- 
diaires. Or,  dans  tous  ces  cas,  on  a  une  interprétation  spaliale 
réelle  au  commencement  et  à  la  lin  des  raisonnements,  c'est- 
à-dire  là  seulement  où  l'interprétation  spatiale  importe  :  dans 
les  chaulons  intermédiaires,  on  traite  d'une  manière  pure- 
ment algébrique  des  grandeurs  purement  algébriques,  et  l'on 
peut  elTectuer  toutes  les  opérations  qui  sont  algébriquement 
permises.  Si  les  grandeurs  auxquelles  on  aboutit  sont  suscep- 
tibles d'interprétation  spatiale,  alors,  et  alors  seulement,  le 
résultat  peut  être  regardé  comme  géométrique.  Dans  tout 
autre  cas,  l'emploi  du  langage  géométrique  n'est  qu'un  auxi- 
liaire commode  pour  l'imagination.  Parler,  par  exemple,  des 
propriétés    projectives    cpii    se  rapportent    aux  points  circu- 
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laircs  à  Tinfini,  c'est  un  simple  moyen  mnémotechnique  de 
se  rappeler  des  propriétés  purement  algébriques;  les  points 
circulaires  à  Tinlini  ne  se  trouvent  pas  dans  l'espace,  mais 
seulement  dans  les  grandeurs  auxiliaires  au  moyen  des- 
quelles on  transforme  les  écpiations  géométriques.  Il  n'est  pas 
étonnant  qu'aucune  contradiction  ne  résulte  de  l'interprétation 
géométrique  des  imaginaires;  car  on  ne  les  interprète  que  sui- 
vant les  règles  de  l'Algèbre,  que  nous  pouvons  admettre  comme 
valables  dans  leur  application  aux  imaginaires.  La  perception 
de  l'espace  étant  totalement  absente,  l'Algèbre  règne  souverai- 
nement, et  aucune  inconséquence  ne  peut  se  produire.  Mais 
dès  qu'on  laisse  pénétrer,  pour  un  moment,  nos  idées  spa- 
tiales ordinaires,  les  plus  grossières  absurdités  apparaissent  : 
chacun  peut  voir  qu'un  cercle,  étant  une  courbe  fermée,  ne 
peut  aller  à  l'inlini.  Le  métaphysicien  qui  inventerait  quelque 
chose  d'aussi  absurde  que  les  points  circulaires  à  l'infini,  serait 
chassé  honteusement  de  l'arène.  Mais  les  mathématiciens  peu- 
vent tout  se  permettre  impunément. 

En  définitive,  c'est  seulement  la  connaissance  de  l'espace, 
et  non  celle  de  l'Algèbre,  qui  peut  nous  assurer  que  tout  en- 
semble de  grandeurs  donné  a  un  corrélatif  spatial,  et,  en 
l'absence  d'un  tel  corrélatif,  les  opérations  sur  ces  grandeurs 
n'ont  aucune  portée  géométrique.  C'est  le  cas  des  imaginaires 
au  sens  de  Cayley,  et  leur  emploi  en  Géomélric,  si  grands  que 
soient  ses  avantages  techniques  et  si  rigoureuse  que  soit  sa 
valeur  technique,  est  complètement  dépourvu  de  signification 
philosophique. 

44.  Nous  avons  maintenant,  je  crois,  discuté  la  plupart  des 
questions  qui  concernent  la  portée  et  la  valeur  de  la  méthode 
projective.  Nous  avons  vu  qu'elle  est  indépendante  de  toute 
présupposition  métrique,  et  que  l'usage  qu'elle  fait  des  coor- 
données ne  suppose  nullement  qu'elles  mesurent  ou  expriment 
des  quantités  spatiales.  Nous  avons  vu  qu'elle  est  à  même  de 
traiter,  par  ses  seules  méthodes,  la  question  de  la  similitude 
qualitative  des  figures  géométri({ues,  laquelle  est  ant/'rieure  à 
toute  comparaison  de  grandeur,  puisque  la  grandeur  présup- 
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pose  la  similitude  qualitative.  Nous  avons  vu,  en  outre,  que, 
aussi  loin  que  son  usaj^c  légitime  s'étend,  elle  s'applique  égale- 
ment à  tous  les  espaces  homogènes,  et  que  son  critérium  d'un 
espace  possible  par  lui-même  [à  savoir  la  détermination  d'une 
ligne  droite  par  deux  points  (')]  n'est  pas  sujet  aux  spécifica- 
tions et  limitations  que  subit,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le 
cas  du  cylindre,  le  critérium  métrique  tiré  de  la  courbure 
constante.  Mais  nous  avons  vu  aussi  que,  lorsque  la  Géométrie 
projective  essaie  d'appréhender  la  grandeur  spatiale,  et  de  sou- 
mettre à  ses  lois  la  distance  et  la  mesure  des  angles,  ses 
résultats,  bien  (pie  valables  et  importants  au  point  de  vue 
technique,  ne  constituent  qu'un  succès  apparent  au  point  de 
vue  philosophique.  La  Géométrie  métricpie,  si  tant  est  que  la 
grandeur  puisse  être  appliquée  à  l'espace,  reste  donc  une 
branche  séparée  des  Mathématiques,  (pioique  logiquement 
postérieure  à  la  Géométrie  projective. 

45.  Il  ne  reste  plus  qu'à  dire  cpielques  mots  de  Sopnus  Lie. 
Comme  mathématicien,  comme  inventeur  d'une  nouvelle  mé- 
thode d'analyse  d'un  pouvoir  immense,  on  ne  saurait  le  louer 
trop  hautement.  La  Géométrie  n'est  qu'un  des  nombreux  sujets 
auxquels  s'applique  sa  théorie  des  groupes  continus,  mais  cette 
application  a  produit  une  révolution  dans  la  méthode,  et  a  per- 
mis de  traiter  des  problèmes,  comme  celui  de  Helmholtz,  d'une 
manière  infiniment  plus  précise  et  plus  complète  qu'il  n'était 
possible  auparavant. 

La  définition  générale  d'un  groupe  est  la  suivante  :  Si  Ton  a 
un  nomjjre  quelconque  de  variables  indépendantes  .r,,  Xo,  . . ., 
.r„,  et  une  série  de  transformations  de  celles-ci  en  de  nouvelles 
variables  (les  transformations  étant  défuiies  par  des  équations 
de  forjnes  connues,  avec  des  paramètres  variant  d'une  transfor- 
nuition  à  l'autre),  cette  série  de  transformations  forme  un 
<^roupe,  sil'apphcation  successive  de  deux  quelconques  d'entre 
elles  équivaut  à  une  seule  transformation  de  la  série  primitive. 

(1)  L'exception  que  cet  axiome  subit  dans  l'espace  sphérique  présuppose 
la  Géométrie  métrique,  et  ne  détruit  pas  la  validité  de  l'axiome  pour  la 
Géométrie  jMojective.   Voir  Ghap.  IIJ,  Sect.  B,  §  171. 
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Le  groupe  est  dit  conlinu,  lorsqu'on  peut  passer  d'une  transfor- 
mation à  une  autre  par  des  gradations  infinitésimales  conte- 
nues dans  le  groupe. 

Or,  en  Géométrie,  le  résultat  de  deux  mouvements  successifs 
ou  de  deux  collinéations  successives  d'une  figure  peut  toujours 
être  obtenu  par  un  seul  mouvement  ou  par  une  seule  collinéa- 
tion,  et  tout  mouvement  ou  toute  collinéation  peut  être  construit 
au  moyen  d'une  série  de  mouvements  infinitésimaux  ou  de  colli- 
néations infinitésimales.  De  plus,  l'expression  analytique  de 
l'un  ou  de  l'autre  est  une  certaine  transformation  des  coordon- 
nées de  tous  les  points  de  la  figure  (').  Par  suite,  les  transfor- 
mations qui  déterminent  un  mouvement  ou  une  collinéation 
sont  de  celles  qui  forment  un  groupe  continu.  Or  la  question 
de  l'équivalence  projective  de  deux  figures,  à  laquelle  peut  se 
réduire  toute  la  Géométrie  projective,  doit  toujours  être  résolue 
par  une  collinéation;  et  la  question  de  l'égalité  de  deux  figures, 
à  laquelle  peut  se  réduire  toute  la  Géométrie  métrique,  doit 
toujours  être  résolue  par  un  mouvement  capable  de  produire 
une  superposition;  par  conséquent,  toule  la  Géométrie  peut 
être  regardée  comme  une  tbéorie  des  groupes  continus  qui  défi- 
nissent toutes  les  collinéations  et  tous  les  mouvements  possibles. 

Sophus  Lie  a  développé,  tout  au  long,  la  tbéorie  purement 
analytique  des  groupes;  aussi  cette  manière  de  formuler  le 
problème  lui  a-t-xille  fourni  une  arme  très  puissante  pour  atta- 
quer la  question.  Dans  deux  articles  Sw  les  fondcmculs  dr 
la  Géométrie  ('-),  entrepris  à  la  requête  pressante  de  Klein,  il 


(1)  Les  mathétnaliciens  de  l'école  de  Lie  ont  l'habitude,  qui  produit  au 
premier  abord  quelque  confusion,  de  parler  des  mouvements  de  l'espace 
au  lieu  des  mouvements  des  cor|)s,  comme  si  l'espace  pouvait  se  mouvoir  en 
entier.  Cela  ne  signifie  naturellement  pas  autre  chose  que  le  mouvement 
équivalent  des  axes  coordonnés,  c'est-à-dire  un  changement  d'axes  dans  le 
sens  élémentaire  usuel. 

(2)  Ueber  die  Grundlagen  der  Géométrie  {Leipzigcr  Derichte^  i^yo)- 
Le  problème  qui  forme  le  sujet  de  ces  deux  articles  est  réellement  mt'lrique, 
car  il  porte,  non  sur  des  collinéations  en  général,  mais  sur  des  yiouvemenls. 
Cette  question  est  néanmoins  traitée  par  la  méthode  projective,  car  les  mou\e- 
ments  sont  regardés  comme  des  collinéations  qui  laissent  invariable  l'Absolu. 
Il  semble  impossible  |)ar  suite  de  discuter  le  travail  de  Lie,  tant  iju'on  n'aura 
pas  donné  quelque  notion  de  la  méthode  projective. 
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pose  (les  prémisses  qui  correspondent  à  peu  près  à  celles  de 
Helmlioltz,  moins  la  Monodromie,  et  il  emploie  la  théorie  des 
groupes  à  en  déduire  les  conséquences  (').  On  ne  peut  guère, 
dit-il,  i-egarder  le  travail  de  Helmlioltz  comme  démonirant 
ses  conclusions,  et,  en  elFet,  l'analyse  plus  pénétrante  fondée 
sur  la  théorie  des  groupes  révèle  plusieurs  possibilités  inconnues 
de  Ilclmliollz.  Néanmoins,  en  sa  qualité  de  pionnier,  dépourvu 
des  instruments  de  Lie,  Helmlioltz  mérite,  je  crois,  plus  de 
louanges  que  Lie  ne  veut  bien  lui  en  accorder  (-). 

La  méthode  de  Lie  épuise  parfaitement  le  sujet;  si  l'on  sup- 
prime la  prémisse  de  la  Monodromie,  les  autres  montrent 
(pi'un  corps  a  six  degrés  de  liberté,  c'est-à-dire  que  le  groupe 
qui  donne  tous  les  déplacements  possibles  d'un  corps  aurait  six 
membres  indépendants;  si  l'on  rend  un  point  fixe,  le  nombre 
des  membres  indépendants  se  réduit  à  trois.  Au  moyen  de  sa 
théorie  générale,  il  énumère  alors  tous  les  groupes  qui  satisfont 
à  cette  condition.  Pour  qu'un  tel  groupe  fournisse  des  mouve- 
ments possibles,  il  faut,  en  vertu  du  second  axiome  de  Helm- 

(')  Voici  exactement  quelles  sont  les  prémisses  de  Lie: 
Soit 

372  =  cp  (.r,  r. -3,  «1,  a^,  . . .  ), 

X'^  —  ^{x,y^  z,  «1,  «2,  ...,), 

une  famille  infinie  donnée  de  transformations  réelles  de  l'espace,  sur  laquelle 
on  fait  les  hypothèses  suivantes  : 

A.  Les  fonctions  y",  cp,  '\i  sont  des  fonctions  analytiques  de 

^y  r,   -,    «^'i,    «2,    — 

\i.  Deux  points  (^i,  jKi,  ^i),  (•Z'a,  J^a,  -2)  possèdent  un  invariant,  c'est-à-dire 
que 

iK^i,.ri,  -1,  ■•^•2,^2.  =2)  =  iK-3^nj'i,-u  ^2>72;-2)) 

oîi  .t\,  .  . .,  ,r'2,  . .  .   sont  les  coordonnées  transformées  des  deux  points. 

C.  Libre  mobilité,  c'est-à-dire  :  un  point  quelconque  peut  être  transporté 
dans  une  autre  position  quelconque;  quand  on  fixe  un  point,  tout  autre  point 
de  position  générale  peut  prendre  oc^  positions;  quand  on  fixe  deux  points, 
tout  autre  point  de  position  générale  peut  prendre  ce'  positions;  quand  on 
fixe  trois  points,  aucun  mouvement  n'est  possible  :  ces  limitations  du  mouve- 
ment résultant  des  équations  fournies  par  l'invariant  Q. 

(■^)  Sur  ce  sujet,  cf.  Klein,  IlÔliere  Géométrie  (Gottingen,  iSgl),  t.  II, 
p.  225  à  244)  spécialement  p.  23o-23i. 
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lioltz,  qu'il  laisse  invariante  une  certaine  fonction  des  coor- 
données de  deux  points  quelconques.  Cela  élimine  plusieurs 
des  groupes  précédemment  énumérés;  en  les  discutant  Tun 
après  l'autre,  il  arrive  aux  résultats  suivants  : 

I.  Dans  la  Géométrie  à  deux  dimensions,  si  la  libre  mobi- 
lité a  lieu  dans  tout  l'espace,  il  n'y  a  pas  de  groupe  qui  satis- 
fasse aux  trois  premiers  axiomes  de  Helmhollz,  excepté  ceux 
qui  donnent  les  mouvements  euclidiens  et  non-euclidiens  ordi- 
naires; mais  si  elle  a  seulement  lieu  à  l'intérieur  d'une 
certaine  ré<iion,  il  y  a  encore  un  groupe  possible  où  la  courbe 
décrite  par  un  point  quelconque  en  rotation  n'est  pas  fermée, 
mais  forme  une  spirale  logaritlimique.  L'axiome  de  la  Mono- 
droinie  de  Helmboltz  est  nécessaire  pour  exclure  cette  possi- 
bilité. 

II.  Dans  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  les  résultats 
sont  encore  plus  contraires  à  ceux  de  Helmboltz.  Si  l'on  n'admet 
la  libre  mobilité  que  dans  une  certaine  région,  on  a  à  distin- 
guer deux  cas  :  i^  ou  bien  la  libre  mobilité  a  lieu,  dans  cette 
région,  absolument  sans  exception,  c'est-à-dire  que,  si  un 
point  reste  fixe,  tout  autre  point  de  la  région  peut  se  mouvoir 
librement  sur  une  surface  :  dans  ce  cas,  l'axiome  de  la  Mono- 
dromie  n'est  pas  nécessaire,  et  les  trois  premiers  axiomes 
suffisent  à  définir  le  groupe,  qui  est  celui  des  mouvements  eu- 
clidiens et  non-euclidiens;  s**  ou  bien  la  libre  mobilité,  dans  la 
région  s[)écifiée,  a  lieu  seulement  pour  cliaque  point  de  posi- 
tion générale,  tandis  que,  si  l'on  fixe  un  point,  les  points 
d'une  certaine  ligne  ne  peuvent  se  mouvoir  que  sur  cette  ligne, 
et  non  sur  une  surface  :  dans  ce  cas,  d'autres  groupes  sont  pos- 
sibles, et  ne  peuvent  être  exclus  que  par  le  quatrième  axiome 
de  Helmboltz. 

Maintenant  que  nous  avons  expose  les  résultats  purement 
matliématiques  des  rechercbes  de  Lie,  nous*  pouvons  revenir 
aux  considérations  pliiloso[)liiques  qui  avaient  principalement 
inspiré  le  travail  de  Helmboltz.  Il  est  évident  (pie  non  seule- 
ment les  restrictions  imposées  à  la  libre  mobilité  dans  une  cer- 
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taine  région,  mais  encore  sa  limitation  à  une  certaine  région, 
sont  al)Solunient  impossibles  et  inconcevables  an  point  de  vue 
philosophique.  Comment  une  certaine  li^ne  ou  une  certaine 
surface  pourrait-elle  former  une  barrière  infranchissable  dans 
l'espace,  ou  posséder  une  mobilité  d'une  espèce  différente  de 
celle  des  autres  lignes  ou  surfaces?  Celle  notion  ne  peut  pas 
être  admise  un  seul  instant  en  philosophie,  car  elle  détruit  le 
plus  fondamental  de  tous  les  axiomes  :  l'homogénéilé  de 
l'espace.  Ainsi,  non  seulement  nous  pouvons,  mais  encore 
nous  devons  prendre  l'axiome  de  Libre  Mobilité  de  Ilelmhollz 
dans  son  sens  le  plus  strict;  alors  l'axiome  de  la  Monodromie 
devient  superflu,  mathématiquement  aussi  bien  que  philoso- 
phiquement. Tel  est,  au  point  de  vue  philosophique,  le  plus 
important  des  résultats  de  Lie. 

46.    Nous  sommes  arrivé  à  la  fin  de  notre  histoire  de  la  Mé- 
tagéométrie.  Mon  dessein  n'était  pas  de  donner   un    exposé 
complet  même  des  travaux  importants  publiés  sur  ce  sujet: 
dans  la  troisième  période,  en  particulier,  les  noms  de  Poin- 
caré,    Pasch,  Cremona,  Ycronese  et  d'autres  qui  pourraient 
être  mentionnés,  auraient  eu  le  droit  de  protester,  si  telle  avait 
été  mon  intention.  J'ai  seulement  essayé  d'exposer,  aussi  clai- 
rement que  j'ai  pu,  les  principes  mis  en  œuvre  dans  les  diverses 
périodes,  les  idées  directrices  et  les  résultats  des  théories  suc- 
cessives.   Nous  avons  vu   comment   le    motif  philosophique, 
d'abord  prédominant,  a  été  graduellement  expulsé  par  l'esprit 
purement  mathématique  et  technique  des  géomètres  les  plus 
récents.   Au    début,    les    métagéomètres    attachaient    autant 
d'importance  à  réfuter  l'Esthétique  transcendantale  qu'à  faire 
avancer  leur  science;  tandis  qu'aucun  lecteur  de  Cayley,  de 
Klein  ou  de  Lie  ne  se  douterait  que  Kant  ait  jamais  existé. 
Mais  nous  avons  vu  aussi  que,  si  l'intérêt  en  philosophie  dimi- 
nuait, l'intérêt  pour  la  philosophie  augmentait  :  à  mesure  que 
les  résultats  malhéniatiques  se  développaient  indépendamment 
des   controverses  philosopliiques,  ils  prenaient  graduellement 
une  forme   stable,  dont  le  développement  ultérieur,  on  peut 
raisonnablement  l'espérer,  consistera  plutôt  à  les  étendre  qu'à 
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les  transformer.  La  plupart  des  branches  des  Mathématiques 
ont  suivi,  je  crois,  dans  leur  enfance,  le  même  développement 
graduel,  en  se  dégageant  de  la  philosophie;  quand  les  motifs 
philosophiques  ont  cessé  d'influer  sur  elles,  c'est  signe,  en 
général,  qu'elles  ont  dépassé  le  stade  où  leurs  prémisses  sont 
encore  incertaines,  de  sorte  que  l'avenir  appartient  entièrement 
à  la  technique  malhématicpie.  Lorsque  cette  période  de  stabi- 
lité est  atteinte,  il  est  temps  pour  la  Philosophie  de  faire  des 
emprunts  à  la  Science,  en  acceptant  ses  prémisses  définitives 
comme  celles  qu'impose  la  nécessité  réelle  de  la  logique  ou  des 
faits. 

47.  En  discutant  les  systèmes  des  métagéomètres ,  nous 
avons  trouvé  deux  espèces  de  Géométrie  radicalement  distinctes 
et  soumises  à  des  axiomes  différents.  L'espèce  historiquement 
antérieure,  qui  traite  d'idées  métriques,  discute,  pour  com- 
mencer, les  conditions  de  la  libre  mobilité,  qui  est  essentielle  à 
toute  mesure  de  l'espace.  Elle  trouve  l'expression  analytique  de 
ces  conditions  dans  l'existence  d'une  constante  spatiale  ou 
d'une  courbure  constante,  ce  qui  équivaut  à  l'homogénéité  de 
l'espace.  C'est  là  son  premier  axiome . 

Son  second  axiome  affirme  que  l'espace  a  un  nombre  entier 
fini  de  dimensions,  c'est-à-dire,  en  termes  métriques,  que  la  po- 
sition d"un  point,  par  rapport  à  n'importe  quelle  autre  figure 
de  l'espace,  est  déterminée  d'une  manière  unique  par  un 
nombre  fini  de  grandeurs  spatiales,  appelées  coordonnées. 

Le  troisième  axiome  de  la  Géométrie  métrique  peut  être 
appelé  [axiome  de  la  distance,  pour  le  distinguer  de  l'axiome 
projectif  correspondant.  Cet  axiome  dit  qu'il  existe  entre  deux 
points  quelconques  une  relation  qui  peut  être  conservée  inva- 
riable dans  un  mouvement  combiné  des  deux  points,  et  qui 
reste  toujours  invariable  dans  tout  mouvement  d'un  système 
tel  qu'un  corps  rigide.  C'est  celte  relation  qu'on  nomme  <://*- 
lance. 

Cet  énoncé  des  trois  axiomes  essentiels  de  la  Géométrie 
métrique  est  emprunté  à  Ilelmholtz,  mais  rectifié  par  Lie. 
L'énoncé  des  axiomes  par  Lie,  tel  que  nous  l'avons  cité,  a  été 
R.  h 
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trop  influencé  par  les  méthodes  projectivcs  pour  donner  une 
expression  historiquement  correcte  de  Tesprit  de  la  seconde 
période;  cehii  de  Ilehnlioltz,  d'autre  part,  appelle,  comme  Ta 
montré  Lie,  des  modifications  très  considérables.  J'espère  avoir 
trouvé  entre  les  deux  un  compromis  acceptable  en  adoptant  les 
corrections  de  Lie  tout  en  conservant  l'esprit  de  liclmholtz. 

48.  Mais  la  Ciéométrie  métrique,  quoique  historiquement 
antérieure,  est  logicjuement  postérieure  à  la  Géométrie  projec- 
tive  ;  car  la  Géométrie  [)rojcctive  traite  directement  de  la  simi- 
litude qualitative,  qui  est  la  base  indispensable  du  jugement  de 
comparaison  quantitative.  Or  les  trois  axiomes  précédents  de 
la  Géométrie  métrique  ne  présupposent  pas  la  mesure,  ils  for- 
mulent, au  contraire,  les  conditions  présupposées  parla  mesure, 
comme  nous  le  verrons  dans  le  Chapitre  III,  section  B.  Sans 
ces  axiomes,  qui  sont  communs  aux  trois  espaces,  la  mesure 
serait  impossible;  avec  eux,  ainsi  que  j'essaierai  de  le  prouver, 
la  mesure  est  capable,  quoique  seulement  d'une  manière  empi- 
rique, de  décider  approximativement  lequel  des  trois  espaces 
est  valable  pour  notre  monde  actuel.  Mais  si  ces  trois  axiomes 
eux-mêmes  expriment,  non  les  résultats,  mais  les  conditions  de 
la  mesure,  ne  doivent-ils  pas  être  équivalents  à  Taflirmation  de 
cette  similitude  qualitative  dont  dépend  la  comparaison  quan- 
titative? Et  s'il  en  est  ainsi,  ne  faut-il  pas  s'attendre  à  trouve?- 
les  mêmes  axiomes  en  Géométrie  projective,  quoicjue  peut-être 
sous  une  forme  diftercnte? 

49.  Cette  attente  ne  sera  pas  déçue.  Les  trois  axiomes  pré- 
cédents, comme  nous  le  verrons  plus  tard,  sont  tous  ensemble 
philosophiquement  équivalents  à  l'homogénéité  de  lespace. 
qui  à  son  tour  équivaut  aux  axiomes  delà  Géométrie  projective. 
En  fait,  ceux-ci  peuvent  être  énoncés  en  gros  comme  suit  : 

I.  L'espace  est  continu  et  divisible  à  l'infini;  le  zéro  d'éten- 
due, résultant  d'une  division  infinie,  est  appelé  point.  Tous  les 
points  sont  qualitativement  semblables,  et  se  distinguent  entre 
eux  par  le  seul  fait  qu'ils  sont  extérieurs  les  uns  aux  autres. 
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II.  Deux  points  quelconques  déterminent  une  figure  unique, 
la  ligne  droite;  deux  lignes  droites,  comme  deux  points,  sont 
qualitativement  semblables,  et  se  distinguent  entre  elles  par  le 
seul  fait  qu'elles  sont  extérieures  Tune  à  l'autre. 

III.  Trois  points  non  en  ligne  droite  déterminent  une  figuK 
unique,  le  plan,  et  quatre  points  non  situés  dans  un  mémû 
plan  déterminent  une  figure  à  trois  dimensions.  Cette  progres- 
sion peut,  autant  qu'on  peut  en  juger  a  priori,  se  prolonger 
jusqu'à  cinq  ou  n  points,  sans  exclure  en  aucune  manière  la 
possibilité  d'une  Géométrie  projective.  Mais  la  Géométrie  pro- 
jective  exige,  à  titre  d'axiome,  que  cette  progression  s'arrête 
à  un  nombre  de  points  entier  et  positif,  après  quoi  tout  point 
nouveau  doit  être  contenu  dans  la  figure  déterminée  par  ceux 
qui  sont  déjà  donnés.  Si  cette  progression  s'arrête  à  (/î  -h  i) 
points,  on  dit  que  l'espace  a  n  dimensions. 

On  verra  que  ces  trois  axiomes  sont  les  équivalents  des  trois 
axiomes  de  la  Géométrie  métrique  ('),  exprimés  sans  aucune 
référence  à  la  grandeur.  Nous  trouverons  qu'ils  peuvent  se 
déduire,  comme  ci-devant,  de  rhomogénéité  de  l'espace,  ou, 
plus  généralement  encore,  de  la  possibilité  d'une  expérience 
externe.  Ils  apparaîtront  par  suite  comme  a  priori,  en  tant 
qu'ils  sont  essentiels  à  l'existence  de  toute  Géométrie  et  à  Texpé- 
rienced'un  monde  extérieur  comme  tel. 

50.  Que  ces  axiomes  possèdent  une  certaine  nécessité  lo- 
gique, c'est  ce  qui  peut,  je  crois,  être  inféré  comme  probable  de 
la  seule  inspection  de  leur  développement  historique.  En  effet, 
les  systèmes  des  métagéomètres  n'ont  pas  été  proposés,  en 
général,  comme  plus  capables  de  s'accommoder  aux  faits  que  le 
système  d'Euclide;  à  l'exception  de  Zôllner,  par  exemple,  et  de 
quelques  visionnaires,  je  n'en  connais  pas  un  qui  ait  considéré 
la  quatrième  dimension  comme  requise  pour  expliquer  certains 


(»)  L'axiome  II  de  la  Géométrie  métrique  correspond  à  l'axiome  III  de  la 
Géométrie  projective,  et  vice  versa. 
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phénomènes.  Pour  ce  qui  est  de  la  constante  spatiale,  bien 
qu'une  petite  constante  spatiale  soit  regardée  comme  empiri- 
(juement  possible,  on  ne  la  regarde  généralement  pas  comme 
j^robable;  et  les  constantes  spatiales  de  grandeur  finie,  dont  la 
Métagéométrie  s'occupe  également,  ne  sont  même  pas  liabiluel- 
lement  regardées  comme  possibles  à  titre  d'explication  d'un  lait 
empirique  (').  Ainsi  le  motif  déterminant  n'était  pas  du  tout 
une  raison  de  fait,  mais  une  raison  de  logique.  Cela  ne  doniie-t-il 
pas  fortement  à  présumer  que,  si  Ton  conservait  ces  axiomes, 
c'est  parce  qu'ils  sont  logiquement  indispensables?  S'il  en  est 
ainsi,  les  axiomes  communs  aux  géométries  euclidienne  et  non- 
euclidiennes  doivent  être  a  priori,  tandis  que  les  axiomes  par- 
ticuliers à  Euclide  seront  empiriques.  Après  un  examen  critique 
de  quelques  théories  diflërenles  de  la  Géométrie,  je  dévelop- 
j)erai  dans  les  Chapitres  III  et  IV  la  démonstration  et  les  consé- 
quences de  cette  thèse,  qui  constitueront  le  reste  du  présent 
Ouvrage. 


(')  Cf.  IIelmholtz,  Wissenschaftliche  Al>handluiigcn.  t.  II,  p.  Cjo, 
note  :  «  Les  auteurs  de  la  Géoniétrie  noii-euclidi(Mine  n'en  (ontj  jamais 
afTirnié  la  vérité  olijective.  » 
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EXPOSÉ  GRITIQUK  DK  QL'ELQl  ES  THÉORIES  PHILOSOPHIQUES 
ANTÉRIEURES  DE  LA  GÉOAUiTRIE. 


51.  Nous  avons  maintenant  esquisse  le  développement  ma- 
thémali(jue  de  la  lliéorie  des  axiomes  géométriques,  depuis  la 
première  révolte  contre  Kuclide  jusqu'à  ce  jour.  Nous  pouvons 
donc  espérer  être  en  possession  des  connaissances  techniques 
nécessaires  pour  l'étude  philosophique  du  sujet.  Il  est  difficile 
d'exagérer  l'influence  de  la  Géométrie  sur  les  théories  de  la 
connaissance  qui  se  sont  produites  dans  le  passé.  Chez  Des- 
cartes, nous  trouvons  toute  sa  théorie  de  la  méthode  dominée 
par  la  Géométrie  analytique,  dont  la  fécondité  lui  inspirait  un 
légitime  orgueil.  Chez  Spinoza,  l'influence  prépondérante  de  la 
Géométrie  est  trop  manifeste  pour  avoir  besoin  de  commentaire. 
Parmi  les  mathématiciens,  la  croyance  de  Newton  à  l'espace 
absolu  fut  longtemps  souveraine,  et  est  encore  responsable  de 
la  formule  courante  des  lois  du  mouvement.  C'est  contre  celle 
croyance,  d'une  part,  et  contre  la  théorie  leibnitzienne  de  l'es- 
pace, d'autre  part  [et  non,  comme  Caird  l'a  montré  ('), 
contre  l'empirisme  de  Ilume],  que  fut  dirigée  la  doctrine  kan- 
tienne de  l'espace,  qui  est  l'arme  la  plus  puissante  de  la  Philo- 
sophie critique.  Ainsi  la  Géométrie  a  constamment  exercé  une 
influence  suprême  sur  la  théorie  de  la  connaissance. 

Toutefois,  dans  une  revue  critique  des  principales  théories 
modernes  de  la  Géométrie,  qui  est  destinée,  non  pas  à  faire 
l'histoire  du  sujet,  mais  à  introduire  et  à  défendre  les  0[)i- 
nions  de  l'auteur,  il  ne  sera  nécessaire  de  discuter  aucune  des 
théories  antérieures  à  celle  de  Kant.  Vraies  ou  fausses,  les  opi- 
nions de  Kant  sur  ce  sujet  ont  tellement  dominé  la   marclw; 

(')  The  crilical  Philosophy  uf  Kaiil,  t.  t,  p.  ^87. 
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subséquente  des  idées,  qu'elles  semblent  avoir  contribué  avec 
une  égale  puissance  à  former  les  opinions  et  à  régler  le  mode 
d'exposition  de  presque  tous  les  auteurs  plus  récents,  soit  qu'ils 
les  acceptassent,  soit  qu'ils  les  rejetassent. 

KANT. 

52.  Je  ne  me  propose  pas,  dans  ce  Chapitre,  d'ajouter  à  la 
volumineuse  littérature  de  la  critique  kantienne,  mais  seule- 
ment de  discuter  la  répercussion  de  la  Métagéométrie  sur  les 
arguments  de  l'Esthétique  transcendantalc,  et  la  manière  dont 
on  doit  considérer  ces  arguments  dans  une  discussion  de  la 
(jréométrie  (').  Sur  ce  point,  plusieurs  malentendus  me 
semblent  avoir  trop  souvent  prévalu,  à  la  fois  parmi  les  par- 
tisans et  les  adversaires  de  Kant,  et  je  vais  essayer  de  les 
dissiper,  si  je  puis. 

En  premier  lieu,  ([ue  signifie  la  doctrine  de  Kant  touchant  la 
Géométrie  ?  Ce  n'est  évidemment  pas  la  face  de  la  doctrine  qui 
a  été  attaquée  parles  psychologues,  la  inachinerickantlennei^)^ 
comme  James  l'appelle,  si  du  moins  cette  face  peut  se  distin- 
guer nettement  de  la  face  logique.  Nous  pouvons  négliger  pour 
le  moment  la  question  de  savoir  si  l'espace  est  donné  dans  la 
sensation,  ou  s'il  est  donné,  comme  le  soutient  Kant,  dans  une 
intuition  à  laquelle  ne  correspond  aucune  matière  extérieure. 
Sans  doute,  si  nous  professons  cette  opinion,  qui  semble  résu- 
mer un  peu  crûment  le  point  de  vue  de  la  Critique,  que  toute 
connaissance  certaine  est  connaissance  de  soi-même,  alors,  si 
nous  posons  en  principe  que  la  Géométrie  est  apodictique,  nous 
serons  obligés  d'admettre  que  l'espace  est  subjectif.  Mais  même 
alors,  la  question  psychologique  ne  pourrait  se  poser  que 
lorsque  la  question  épistémologique  aurait  été  résolue,  et  ne 
pourrait,  par  suite,  être  prise  en  considération  dans  nos  pre- 
mières recherches.  La  question  qui  se  pose  est  précisément  de 


(')  Pour  une  critique  de  Kant  à  un  point  de  vue  moins  purement  mathé- 
matique, voir  le  Chapitre  \S. 
(2^  Tlie  Kantian  machinesliop. 
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savoir  si  la  Géométrie  est  apodiclique,  ou  jusqu'à  quel  point 
elle  l'est,  et,  pour  le  moment,  nous  n'avons  qu'à  élucider  cette 
question,  sans  nous  inquiéter  des  conséquences  psycholo- 
i,nqucs. 

53.  Sur  cette  ({uestion,  comme  sur  presque  toutes  les  ques- 
tions de  l'Esthétique  ou  de  l'Analytique,  l'aro^umentation  de 
Kant  est  double.  D'un  coté,  il  dit  que  la  Géométrie  est  reconnue 
avoir  une  certitude  apodiclique  :  par  suite,  l'espace  doit  être  a 
priori  et  subjectif.  D'un  autre  côté,  il  déduit,  de  principes  indé- 
pendants de  la  Géométrie,  que  l'espace  est  subjectif  et  a /7/70/7.' 
par  consé(juent,  la  Géométrie  doit  avoir  une  certitude  apodic- 
lique. Ces  deux  ar<;uments  ne  sont  pas  nettement  distinj^ués 
dans  l'Eslbétique,  mais  une  courte  analyse  suffit,  je  crois,  à  les 
démêler.  Ainsi,  dans  la  première  édition  de  la  Critique  de 
la  Raison  pure,  les  deux  premiers  arguments  déduisent  l'a- 
priorité  de  l'espace  de  principes  non  géométriques;  le  troi- 
sième déduit  la  certitude  apodiclique  de  la  Géométrie,  et 
soutient,  réciproquement,  qu'aucune  autre  théorie  ne  peut 
rendre  compte  de  cette  certitude  (');  les  deux  derniers  argu- 
ments établissent  seulement  que  l'espace  est  une  intuition,  et 
non  un  concept.  Dans  la  seconde  édition,  le  double  raisonne- 
ment est  plus  clair,  Tapriorité  de  l'espace  étant  prouvée,  dans 
la  déduction  métaphysique,  indépendamment  delà  Géométrie, 
et,  dans  la  déduction  transcendantale,  dérivée  de  la  certitude 
de  la  Géométrie,  comme  la  seule  explication  possible  de 
celle-ci.  Dans  les  Prolégomènes,  le  dernier  argument  seul  est 
employé,  mais,  dans  la  Critique,  les  deux  le  sont  à  la  fois. 

54.  Or  il  faut  admettre  à  présent,  je  crois,  que  la  Métagéo- 
métrie  a  ruiné  la  légitimité  de  l'argument  qui  conclut  de  la 
Géométrie  à  l'espace  ;  nous  ne  pouvons  plus  désormais  affirmer, 
pour  des  raisons  purement  géométriques,  la  certitude  apodic- 
lique de  la  Géométrie  euclidienne.  Mais,  à  moins  que  la  Méta- 


(')  Cf.  Le   Commentaire  de  N  aihixger,  l.  II,   p.  202  et  2G3.    Voir  aussi 
|).  336  et  suivantes. 
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géométrie  n'ait  fait  plus  que  cela,  à  moins  qu'elle  n'ait  prouvé 
(ce  que,  je  crois,  elle  ne  suffit  pas  à  prouver  à  elle  seule), 
quf^uclide  ii  a  pas  de  certitude  apodicticjue,  l'autre  argumen- 
tation de  Kant  conserve  autant  de  force  qu'elle  en  a  jamais  pu 
avoir.  L'espace  actuel  (pie  nous  connaissons,  peut-on  dire,  est 
reconnu  être  euclidien,  et  il  est  prouvé,  sans  aucune  référence 
à  la  ("léométrie,  qu'il  est  a  priori  ;  donc  Kuclide  a  une  certi- 
tude apodictique,  et  la  Géométrie  non-euclidienne  se  trouve 
condamnée.  A  cela,  on  ne  peut  pas  répondre,  comme  les  méta- 
géomètres,  que  les  systèmes  non-euclidiens  sont  logiquement 
consistants;  car  Kant  a  soin  de  faire  ressortir  que  le  raisonne- 
ment géométrique  est  svntliétique,  en  vertu  de  notre  intuition 
de  l'espace,  et  ne  peut,  quoique  a  priori,  reposer  sur  le  seul 
principe  de  contradiction  (').  Tant  que  les  non-euclidiens 
n'auront  pas  prouvé,  ce  qu'ils  n'ont  certainement  pas  réussi  à 
prouver  jusqu'à  ce  jour,  que  nous  pouvons  construire  une 
iiituilion  des  espaces  non-euclidiens,  la  thèse  de  Kant  ne  peut 
pas  être  renversée  par  la  Métagéométrie  seule,  et  si  l'on  veut 
l'attaquer  avec  succès,  ii  faut  le  faire  par  son  côté  purement 
philosophique. 

55.  Pour  une  telle  attaque,  deux  voies  sont  ouvertes  :  ou 
bien  on  peut  réfuter  les  deux  premiers  arguments  de  l'Esthé- 
tique, ou  bien  on  peut  critiquer,  du  point  de  vue  de  la  logique 
générale,  la  doctrine  kantienne  des  jugements  synthétiques  a 
priori  et  leur  connexion  avec  la  subjectivité.  Ces  deux  attaques, 
je  crois,  peuvent  être  conduites  avec  quelque  succès;  mais  si 
l'on  veut  ruiner  la  certitude  apodictique  de  la  Géométrie, 
l'une  ou  l'autre  est  essentielle,  et  les  deux,  je  crois,  n'auront 
qu'un  succès  partiel.  En  discutant  ces  deux  ordres  d'argu- 
ments, j'essaierai  de  prouver  :  i°  que  la  distinction  des  juge- 


(')  Par  exemple,  2*  édition,  p.  Sg  :  «  Ainsi  tous  les  théorèmes  géomé- 
triques, par  exemple  celui-ci,  que,  ilans  un  triangle,  deux  côtés  pris  ensemble 
sont  plus  grands  que  le  troisième,  ne  peuvent  jamais  être  déduits  des  con- 
cepts généraux  de  ligne  et  de  triangle,  mais  de  l'intuition,  et  cela  a  priori 
avec  une  cerlilude  apodictique.  » 
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ments  synthétiques  et  analytiques  est  insoutenable,  et  en  outre, 
que  le  principe  de  contradiction  ne  peut  donner  des  résultats 
fructueux  que  si  l'on  suppose  que  l'expérience  en  général,  ou, 
dans  une  science  particulière,  (pielque  branche  spéciale  de 
l'expérience  doit  être  t'orincllenient  possible;  2"  que  les  deux 
premiers  arguments  de  l'b^sthétique  transcendantale  suffisent  à 
prouver  que  l'expérience  d'un  monde  extérieur  a  pour  condi- 
tion nécessaire,  non  l'espace  euclidien,  mais  quelque  forme 
d'extériorité,  laquelle  peut  être  une  sensation  ou  une  intuition, 
mais  non  un  pur  concept.  Dans  les  troisième  et  quatrième 
Chapitres,  je  soutiendrai,  comme  résultat  de  ces  conclusions, 
que  les  axiomes  communs  à  Euclide  et  à  la  Métagéométrie 
coïncident  avec  les  propriétés  d'une  forme  quelconque  d'exté- 
riorité qui  peuvent  se  déduire,  par  le  principe  de  contradiction, 
de  la  possibilité  de  l'expérience  d'un  monde  extérieur.  On  peut 
dire  alors  que  ces  propriétés  sont  des  propriétés  a  priori  de 
l'espace,  quoique  pas  tout  à  fait  dans  le  sens  kantien,  et  à  leur 
égard,  on  peut  maintenir,  je  crois,  la  thèse  kantienne  mo- 
difiée. Mais  la  question  de  la  nature  subjective  ou  objective  de 
l'espace  peut  être  laissée  complètement  de  côté  dans  le  cours 
de  cette  discussion,  et  celle-ci  gagnera  à  être  traitée  exclusive- 
ment au  point  de  vue  logique,  par  opposition  au  point  de  vue 
psychologique. 

56  (1).  Position  logique  de  Kant.  —  La  doctrine  des  juge- 
ments synthétiques  et  analytiques  (en  tant  du  moins  qu'on 
la  prend  pour  la  pierre  angulaire  de  l'Epistémologie)  a  été  re- 
jetée si  complètement  par  la  plupart  des  logiciens  modernes  ('), 
qu'elle  ne  nous  demanderait  ici  que  peu  d'attention,  si  un  kan- 
tien français  enthousiaste,  M.  Renouvier,  ne  l'avait  récemment 
invoquée,  avec  une  parfaite  confiance,  précisément  dans  cette 
question  de  la   Géométrie   (-).   Et  il  faut  reconnaître,  avec 


(')  Cf.  Bradley,  Logic,  Liv.  III,  Partie  I,  Gliap.  VI;  Bosanquet,  Logic. 
Liv.  I,  Chap.  I,  p.  yy  à  io3. 

(*)  Philosophie  de  la  Règle  et  du  Compas,  ap.  Année  philosophique, 
t.  II,  p.  1  à  66. 
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M.  Renouvier,  que  si  de  tels  jugemenls  e.vistaicnl,  au  sens 
kantien,  la  Géométrie  non-euclidienne,  qui  ne  fait  aucun  appel 
à  rintuition,  n'aurait  rien  à  dire  contre  eux.  La  discussion  de 
M.  Renouvier  nous  oblige  donc  à  passer  brièvement  en  revue 
les  ar<(uments  dirigés  contre  la  doctrine  de  Kant,  et  à  discuter 
brièvement  le  canon  logique  (jui  doit  la  remplacer. 

Tout  jugement  (à  ce  que  prétend  la  logique  moderne)  est  à 
la  fois  syntbétique  et  analytique;  il  combine  des  parties  en  un 
tout,  et  analyse  un  tout  en  ses  parties  (').  S'il  en  est  ainsi, 
la  distinction  entre  l'analyse  et  la  synthèse,  quelle  que  soit  son 
importance  en  Logique  pure,  ne  peut  avoir  aucune  valeur  en 
Epistémologie.  Mais  une  telle  doctrine,  il  faut  le  remarquer, 
confère  une  portée  universelle  au  principe  de  contradiction  :  ce 
critérium  est  applicable  égalementà  tous  les  jugements,  puisque 
tous  les  jugements  sont  analytiques,  au  moins  par  un  côté. 
D'autre  part,  le  tout  (|ui  est  analysé  doit  être  supposé  déjà 
donné,  avant  que  les  parties  puissent  être  mutuellement  con- 
tradictoires; car  ce  n'est  que  par  leur  union  en  un  tout  donné 
que  deux  parties  ou  deux  attributs  peuvent  être  incompatibles. 
Ainsi  le  principe  de  contradiction  reste  stérile  tant  qu'on  n'a 
pas  quelques  jugements,  et  même  quelque  inférence  :  car  les 
parties  peuvent  être  regardées,  jusqu'à  un  certain  point,  comme 
une  conséquence  du  tout,  ou  vice  versa.  Une  fois  que  l'édifice 
de  la  connaissance  est  construit,  les  parties  se  supportent  les 
unes  les  autres,  et  le  principe  de  contradiction  forme  la  clef  de 
voûte;  mais,  tant  que  la  voûte  n'est  pas  construite,  la  clef  reste 
suspendue  dans  le  vide,  sans  être  supportée  et  sans  rien  sup- 
porter. En  d'autres  termes,  la  connaissance  peut  être  analysée 
une  fois  qu'elle  existe;  mais  la  connaissance  qui  aurait  à  con- 
quérir chaque  pouce  de  terrain  sur  un  scepticisme  critique,  ne 
pourrait  jamais  commencer,  ni  atteindre  cette  structure  circu- 
laire qui  seule  la  soutient. 

Or  la   doctrine  de  Kant,   si  elle  est  vraie,  a  pour  but  de 


("•)  J'ai  énoncé  dogmatiquement  cette  doctrine,  car  une  démonstration 
demanderait  un  traité  complet  de  Logique;  j'adopte  les  preuves  fournies  par 
Bradley  et  Bosanquet,  auxquelles  je  renvoie  le  lecteur. 
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réprimer  le  scepticisme  critique,  même  là  où  il  pourrait  être 
elîectif.  Certaines  propositions  fondamentales,  dit-il,  ne  peuvent 
se  déduire  par  la  log^ique,  cest-à-dirc  que  leurs  contradictoires 
ne  sont  pas  en  elles-mêmes  des  contradictions;  elles  unissent 
un  sujet  et  un  prédicat  dont  on  ne  peut  montrer,  par  une  voie 
purement  logique,  qu'ils  ont  ([uelquc  connexion,  et  pourtant 
ces  jug^ements  ont  une  certitude  apodictique.  Mais,  en  ce  qui 
concerne  de  tels  jugements,  Kant  se  garde,  en  général,  de 
compter  sur  la  conviction  purement  subjective  qu'ils  sont  in- 
déniables :  il  prouve,  avec  grand  soin,  que,  sans  eux,  Texpé- 
rience  serait  impossible.  L'expérience  consiste  dans  la  combi- 
naison de  termes  que  la  logique  formelle  laisse  séparés,  et  elle 
])résuppose,  par  suite,  certains  jugements  qui  consliluent  un 
écbafaudage  pour  rassembler  ces  termes.  Sans  ces  jugements, 
affirme  Kant,  toute  synthèse  et  toute  expérience  seraient  im- 
possibles. Si  donc  le  détail  du  raisonnement  kantien  est  valide, 
ses  conclusions  peuvent  être  obtenues  par  le  principe  de  con- 
tradiction plus  la  possibilité  de  l'expérience,  aussi  bien  que 
par  sa  distinction  entre  des  jugements  synthétiques  et  analy- 
tiques. 

Aujourd'hui,  la  logique  s'attribue  un  domaine  à  la  fois  plus 
vaste  et  plus  étroit  que  celui  que  Kant  lui  accordait  :  plus 
vaste,  parce  qu'elle  se  croit  capable  de  condamner  tout  faux 
principe  ou  postulat;  plus  étroit,  parce  qu'elle  croit  que  son 
principe  de  contradiction  est  impuissant,  sans  un  tout  donné 
ou  une  hypothèse  donnée,  et  que  deux  termes,  si  diflérents 
qu'ils  puissent  être,  ne  peuvent  pas  être  contradictoires  par 
eux-mêmes,  mais  n'acquièrent  cette  relation  que  par  leur  com- 
binaison en  un  tout  dont  on  connaît  quelque  chose,  ou  par 
leur  connexion  avec  un  postulat  (pii  doit  être  admis  pour 
quelque  raison.  Ainsi,  un  jugement  n'est  pas,  par  lui-même, 
analytique  ou  synthétique,  car,  en  séparant  un  jugement  de 
son  contexte,  on  lui  enlève  sa  vitalité,  et  ce  n'est  plus  vraiment 
un  jugement.  Mais,  dans  son  contexte  approprié,  il  n'est  ni 
purement  synthétique,  ni  purement  analyli<{ue  :  d'une  part,  il 
est  une  détermination  nouvelle  d'un  tout  donné,  et  par  là  il  est 
analytique;  mais,  d'autre  paN,  il  implique  aussi  l'ajjparilion 
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de  relations  nouvelles  au  sein  de  ce  tout,  et  par  là  il  est  syn- 
thétique. 

57.  Nous  pouvons  cependant  retenir  une  distinction  (jui 
correspond  à  peu  près  à  la  distinction  kantienne  de  Va  priori 
et  de  Va  posteriori,  quoiqu'elle  soit  moins  rigide  et  plus  sujette 
à  changer  avec  le  degré  d'organisation  de  la  connaissance. 
Kant  essayait  habituellement  de  prouver,  comme  on  Fa  fait 
observer  ci-dessus,  que  ses  propositions  synthétiques  a  priori 
sont  des  conditions  nécessaires  de  l'expérience;  or,  quoique 
nous  ne  puissions  pas  conserver  le  terme  synthétique,  nous 
pouvons  conserver  le  terme  a  priori,  pour  ces  suppositions  ou 
postulats,  qui  seuls  fondent  la  possibilité  de  rcxpérience.  Tout 
ce  qui  peut  être  déduit  de  ces  postulats,  sans  Faide  de  la  ma- 
tière de  l'expérience,  sera  aussi,  naturellement,  a  priori.  Au 
point  de  vue  de  la  logique  générale,  les  lois  de  la  pensée  et  les 
catégories,  avec  les  conditions  indispensables  de  leur  applica- 
bilité, seront  seules  a  priori;  mais,  au  point  de  vue  d'une 
science  spéciale,  nous  pouvons  appeler  a  priori  tout  ce  qui 
rend  possible  l'expérience  qui  forme  l'objet  de  cette  science.  V.n 
Géométrie,  en  particulier,  nous  pouvons  appeler  a  priori  tout 
ce  qui  rend  possible  l'expérience  d'une  extériorité  comme  telle. 

Il  faut  observer  que  cet  emploi  du  terme  a  priori  est  à  la 
fois  plus  rationaliste  et  moins  précis  que  celui  de  Kant.  Kant 
semble  s'être  cru  capable  de  reconnaître  immédiatement,  à  la 
sinq)le  inspection,  que  telle  ou  telle  connaissance  est  apodic- 
tifjue,  et  que,  par  suite,  son  objet  est  a  priori,  et  il  n'a  pas 
toujours  déduit  son  apriorité  de  quelque  autre  principe.  Ici,  au 
contraire,  avant  d'admettre  Fapriorité  d'un  jugement,  il  faut 
montrer  (ju'il  ne  serait  pas  rendu  faux  par  un  simple  change- 
ment dans  la  matière  de  l'expérience,  mais  seulement  par  un 
changement  qui  rendrait  formellement  impossible  une  branche 
de  l'expérience.  Le  sens  délini  ci-dessus  est  aussi  moins  précis, 
car  il  varie  suivant  la  spécialisation  de  l'expérience  que  nous 
supposons  possible;  comme  chaque  progrès  de  la  connaissance 
découvre  de  nouvelles  connexions,  deux  jugements  précédem- 
ment isolés  peuvent  entrer  en  relation  logique,  et  le  domaine 
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de  l'a  priori  peut  ainsi,  à  tout  moment,  s'agrandir,  à  mesure 
qu'on  trouve  plus  de  choses  à  déduire  des  postulats  fondamen- 
taux. 

58  (2).  Arguments  de  Kant  pour  l'apriorité  de  l'espace.  — 
Maintenant  que  nous  avons  discuté  le  canon  log^i(jue  (pii  doit 
être  employé  à  l'égard  de  Va  priori^  nous  pouvons  mettre  à 
l'épreuve  les  arguments  de  Kant  au  sujet  de  l'espace.  L'argu- 
ment tiré  de  la  (léoinétrie,  comme  on  l'a  remanjué  plus  haut, 
est  ruiné  par  la  Métagéométrie,  au  moins  en  tant  qu'il  con- 
cerne les  propriétés  qui  appartiennent  à  l'espace  euclidien,  mais 
non  aux  espaces  non-euclidiens;  quant  aux  propriétés  com- 
munes aux  deux  sortes  d'espace,  nous  ne  pouvons  pas  décider 
de  leur  apriorité  tant  que  nous  n'aurons  pas  examiné  les  consé- 
quences de  la  négation  de  ces  propriétés,  ce  qui  sera  fait  dans 
le  Chapitre  111.  Pour  les  deux  arguments  qui  prouvent  que 
l'espace  est  une  intuition,  et  non  un  concept,  ils  appelleraient 
beaucoup  de  discussion  dans  une  critique  spéciale  de  Kant, 
mais  ici  nous  pouvons  passer  outre,  en  faisant  cette  remarque 
évidente,  que  l'espace  euclidien,  homogène  et  infini,  est  un 
concept  et  non  une  intuition  :  un  concept  inventé  pour  expli- 
quer une  intuition,  il  est  vrai,  mais  enfin  un  pur  concept  ('). 
Et  c'est  ce  pur  concept  qui  est  l'objet  primordial  de  toutes  les 
discussions  de  la  Géométrie;  on  n'a  besoin  de  se  référer  à  l'in- 
tuition que  là  où  elle  jette  de  la  lumière  sur  les  fonctions  et 
la  nature  du  concept.  Le  second  des  arguments  de  Kant,  à 
savoir  que  nous  pouvons  imaginer  l'espace  vide,  mais  non  l'ab- 
sence d'espace,  est  faux  s'il  s'agit  d'un  espace  sans  aucune  ma- 
tière nulle  part,  et  il  ne  porte  pas  s'il  s'agit  simplement  d'un 
espace  compris  entre  des  corps  matériels  et  regardé  comme 
vide  (-).  Le  seul  argument  de  quelque  importance  est  donc  le 
premier.  Mais  je  dois  insister  tout  d'abord  sur  ceci,  (jue  notre 
problème  est  purement  logique,  et  que  toutes  les  implications 


(1)  Pour  une  discussion  plus  ai)|)iofontlie  de  ce  point,  voir  Chapitres   III 
et  IV 
(*)    Voir  le  Chapitre  IV  pour  une  discussion  de  cet  argument. 


78  CHAPITRE   II. 

psychologiques  doivent  être  exclues  autant  que  possible.  D'ail- 
leurs, comme  on  le  prouvera  dans  le  Chapitre  IV,  la  fonc- 
tion propre  de  l'espace  est  d'établir  une  distinction  entre  les 
différentes  choses  représentées,  et  non  entre  le  moi  et  Tobjet 
de  la  sensation  ou  de  la  perception.  L'argument  devient  alors 
le  suivant  :  la  conscience  d'un  monde  de  choses  extérieures 
les  unes  aux  autres  postule,  dans  la  représentation,  un  élément 
connu,  mais  non  inféré,  qui  permette  la  discrimination  des 
objets  représentés.  Cet  élément  ne  doit  pas  être  inféré,  car  d'un 
nombre  ou  d'une  combinaison  quelconque  de  représentations, 
qui  ne  postulent  pas  elles-mêmes  de  la  diversité  dans  leurs 
objets,  on  ne  serait  jamais  conduit  à  inférer  l'extériorité  mu- 
tuelle de  leurs  objets.  Kant  dit  :  «  Pour  que  les  sensations 
puissent  être  attribuées  à  quelque  chose  d'extérieur  à  moi. . . 
et  semblablement  pour  que  je  puisse  être  capable  de  les  repré- 
senter comme  en  dehors  et  à  côté  les  unes  des  autres. . .  il  faut 
que  la  représentation  de  l'espace  soit  déjà  présente  (').  »  Mais 
cela  va  un  peu  trop  loin  :  en  premier  lieu,  la  question  devrait 
porter  seulement  sur  l'extériorité  mutuelle  des  choses  repré- 
sentées, et  non  sur  leur  extériorité  par  rapport  au  moi  (^);  et, 
en  second  lieu,  les  choses  apparaîtront  extérieures  les  unes 
aux  autres,  si  je  possède  la  représentation  d'une  forme  qu(d- 
conque  d'extériorité,  euclidienne  ou  non-euclidienne.  Quelle 
que  puisse  être  la  vérité  de  la  partie  psychologique  de  cet  ar- 
gument (dont  la  validité  n'a  rien  à  voir  ici),  la  partie  Logique 
s'applique,  non  à  l'espace  euclidien,  mais  seulement  à  n'im- 
porte quelle  forme  d'extériorité  qui  pourrait  exister  intuiti- 
vement, et  qui  permettrait  à  des  êtres  possédant  nos  lois  intel- 
lectuelles de  connaître  un  monde  de  choses  diverses,  mais  en 
relation  réciproque. 

En  outre,  pour  rendre  entièrement  logique  la  portée  de 
l'argument,  il  ne  faut  pas  laisser  à  l'extériorité  un  sens  de  sen- 
sation  ou  d'intuition ,    quoiqu'elle    soit  nécessairement  sup- 


(1)  Critique  de   la  Raison  pure,   Esthétique  transcendantale,  §2,  n"  1 
(•2*  édition,  p.  38). 

(2)  Voir  Chapitre  IV,  §  tSo. 
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posée  donnée  dans  une  sensation  on  dans  une  intuition.  Elle 
doit  signifier,  dans  cet  argument,  le  fait  de  Vallérité  ('),  le  fait 
d'être  différent  d'une  autre  chose  :  elle  doit  envelopper  la  dis- 
tinction entre  différentes  choses,  et  être  cet  élément  qui,  dans 
un  état  cognitif,  permet  la  discrimination  des  parties  inté- 
grantes de  son  ohjet.  Voici  donc  à  quoi  se  réduit  la  portée  de 
l'argument  de  Kant  :  l'expérience  de  choses  diverses,  mais  en 
relation  réciproque,  postule,  comme  condition  nécessaire, 
quelque  élément  sensitif  ou  intuitif,  dans  la  perception,  qui 
nous  conduise  à  attrihuer  de  la  complexité  aux  objets  de  la 
perception  (-);  cet  élément,  pris  isolément,  peut  être  appelé 
une  forme  d'extériorité;  et  s'il  se  trouve  une  telle  forme,  on 
devra  considérer  comme  a  priori  celles  de  ses  propriétés  qu'on 
peut  déduire  de  sa  seule  fonction,  qui  est  de  rendre  possible 
l'expérience  d'une  diversité  en  corrélation.  Quelles  sont  ces 
propriétés,  et  comment  il  se  fait  que  les  diverses  méthodes  in- 
diquées ici  convergent  toutes  à  un  seul  et  même  résultat,  c'est 
ce  que  nous  verrons  dans  les  Chapitres  ill  et  IV. 

59.  Chez  les  philosophes  qui  suivirent  Kant,  la  métaphy- 
sique a  tellement  prédominé,  la  plupart  du  temps,  sur  l'Epis- 
témologie,  qu'ils  n'ajoutèrent  que  peu  de  chose  à  la  théorie  de  la 
Géométrie.  Ce  qui  fut  ajouté  provint  indirectement  du  seul  phi- 
losophe qui  réagit  contre  les  spéculations  purement  ontologiques 
de  son  temps,  à  savoir  IIekdart.  Les  idées  propres  de  Ilerbart 
sur  la  Géométrie,  qui  se  trouvent  principalement  dans  la  pre- 
mière section  de  sa  Synechologie,  ne  sont  pas  d'une  grande 
valeur,  et  n'ont  pas  porté  beaucoup  de  fruits  dans  le  développe- 
ment du  sujet.  Mais  sa  théorie  psychologique  de  l'espace,  sa 
construction  de  l'étendue  avec  des  séries  de  points,  sa  compa- 
raison de  l'espace  avec  les  séries  de  sons  et  de  couleurs,  sa  ten- 
dance générale  à  préférer  le  discontinu  au  continu,  enfin  son 


(')  On  entend  par  ce  mot  une  difTérence  de  substance,  plutôt  que  d'attri- 
but; une  différence  qu'on  pourrait  ap|)eler  réelle,  par  opposition  à  la  diver- 
sité logique. 

(-)  Cette  proposition  sera  établie  tout  au  long  dans  le  Chapitre  IV. 
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opinion  qu'il  importait  beaucoup  de  classer  Tespace  avec 
d'autres  formes  scriaires  {Rcilicnformeii)  ('),  ont  donné  nais- 
sance à  plusieurs  des  spéculations  magistrales  de  Uiemann,  et 
ont  encouragé  la  tentative  de  définir  la  nature  de  l'espace  par 
sa  seule  face  analytique  et  quantitative  (-).  Par  rinnu(Mice 
qu'il  a  exercée  sur  Uiemann,  il  a  acquis,  indirectement,  une 
grande  importance  dans  la  Philosophie  géométrique.  Il  nous 
faut  maintenant  revenir  à  la  dissertation  de  Riemann,  dont 
nous  avons  déjà  discuté  le  coté  mathématique,  en  considérant 
seulement,  cette  fois,  ses  opinions  philosophiques. 

RIEMANN. 

60.  Le  but  de  la  dissertation  de  Riemann,  nous  l'avons  vu 
dans  le  Chapitre  1,  était  de  définir  Tespace  comme  une  espèce 
de  multiplicité,  c'est-à-dire  comme  une  sorte  particulière  de 
collection  de  grandeurs.  On  supposait  ainsi,  dès  le  début, 
que  les  figures  spatiales  peuvent  être  regardées  comme  des 
grandeurs,  et,  par  suite,  les  axiomes  que  l'on  obtenait  déter- 
minaient seulement  la  place  particulière  de  ces  figures  parmi 
les  nombreuses  variétés  algébriquement  possibles  de  grandeurs. 
La  manière  dont  on  formule  en  conséquence  les  axiomes 
(parfaitement  louable  au  point  de  vue  mathématique  de  la 
Géométrie  métrique)  doit  être  regardée,  à  mon  avis,  comme 
une  pétition  de  principe  au  point  de  vue  philosophique.  En 
efîet,  lorsqu'on  est  arrivé  à  considérer  les  figures  spatiales 
comme  des  grandeurs,  on  a  déjà  fait  la  partie  la  plus  difficile 
du  chemin.  Les  axiomes  de  la  Géométrie  métrique  (et  c'est 
exclusivement  la  Géométrie  métrique  que  considère  l'essai 
de  Riemann)  peuvent  se  répartir  en  deux  classes,  comme  on 
le  verra  dans  le  Chapitre  III.  La  première  classe  contient  les 


(')  Voir  Psyclioloi^ie  a!s  ÏVissenscha/t,  t.  I,  section  3,  Gliap.  VU;  t.  II, 
section  1,  Ghap.  III  et  section  2,  Gliap.  JII.  Cf.  aussi  Synechologie,  sec- 
lion  1,  Gliap.  II  et  III. 

(2)  Pour  l'influence  de  Ilerbart  sur  Riema:in,  cf.  Erdm.vxn,  Die  Axiome 
der  Géométrie,  p.  io. 
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axiomes  communs  à  Euclide  et  à  la  Métap;éom«''li'ie,  les  seuls 
(jui  aient  été  sérieusement  étudiés  parKiemanu;  or  ces  axiomes 
ne  sont  pas  des  résultats  de  la  mesure  ni  d'aucune  notion  de 
j^randeur  :  ce  sont  les  conditions  qui  doivent  être  remplies 
avant  que  la  mesure  devienne  jiossihle.  Les  axiomes  de  la  se- 
conde classe  expriment  la  diiTérence  entre  les  espaces  eucli- 
dien et  non-euclidiens,  et  ceux-là  seuls  peuvent  être  déduits 
comme  résultant  de  la  mesure  ou  de  notions  de  grandeur.  En 
ce  qui  concerne  la  première  classe,  au  contraire,  nous  verrons 
([ue  la  ivlalivité  de  la  |)osition,  qui  distingue  Tespace  de  toutes 
les  autres  multiplicités  connues,  excepté  le  temps,  entraîne 
logiquement  la  nécessité  des  trois  axiomes  les  plus  distinctifs  de 
la  (iéomélrie;  el  pourtant  cette  relativité  ne  peut  ])as  être  con- 
sidérée comme  déduite  de  notions  de  grandeur.  Ku  Géométrie 
analytique,  par  le  fait  que  les  systèmes  de  coordonnées  partent 
de  points,  et  construisent  ensuite  les  lignes  et  les  surfaces,  on 
est  tenté  de  croire  que  les  points  ])cuvent  être  donnés  indépen- 
damment des  lignes  et  indépendamment  les  uns  des  autres,  et 
Ton  perd  ainsi  de  vue  la  relativité  de  la  position.  L'erreur  ainsi 
suggérx^c  par  les  Mathématiques  fut  probablement  renforcée 
par  la  théorie  herbartienne  de  Tespace,  qui,  par  son  caractère 
sériaire,  ainsi  que  nous  Tavons  vu,  paraissait  faciliter  une  con- 
struction par  points  successifs,  et  à  laquelle  lliemann  reconnaît 
être  redevable  dans  sa  dissertation  et  ailleurs.  La  même  erreur 
re[)araît  chez  lïelmholtz,  chez  qui  elle  est  probablement  due 
entièrement  aux  jnélhodes  de  la  Géométrie  analyti(jue.  C'est 
un  fait  surprenant  que,  dans  les  écrits  de  ces  deux  auteurs,  on 
ne  trouve,  à  ma  connaissance,  aucune  allusion  à  la  relativité  de 
la  position,  cette  propriété  de  l'espace  d'où  l'on  peut  tirer  la 
plus  riche  moisson  de  conséquences,  comme  le  montrera  notre 
j)rochaiu  Chapitre.  Or,  elle  ne  résulte  d'aucune  notion  de 
grandeur,  mais  elle  découle  de  la  nature  de  notre  inliiiliou  de 
l'espace;  et  cependant  [)ersoun(',  assurément,  ne  peut  la  consi- 
dérer comme  empiritpie,  puis(pi'elle  est  impliquée  dans  la  pos- 
sibilité même  de  localiser  les  choses  ici  plutôt  que  là. 

61.   l'^n  fait,  nous  pouvons  voir,  par  une  étude  purement  lo- 

H.  (î 
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giqiie  du  jugement  de  grandeur,  que  la  manière  dont  Riemann 
attaque  le  problème  ne  peut  jamais  aboutir,  par  une  mètliodc 
légitime,  à  une  formule  pliilosopbiquement  valable  des  axiomes. 
En  effet,  la  grandeur  est  le  résultat  de  la  comparaison  de 
deux   objets   qualitativement   semblables,  et  le  jugement  de 
grandeur  néglige  tout  à  fait  la  face  qualitative  des  objets  com- 
parés. Par  suite,  la  connaissance  des  propriétés  essentielles  de 
l'espace  ne  peut  jamais  être  tirée  de  jugements  de  grandeur, 
puisqu'ils  négligent  ces  propriétés,  tout  en  les  présupposant. 
C'est  comme  si  Ton  espérait  connaître  la  nature  de  l'homme  au 
moven  d'un  recensement.  De  plus,   le  jugement  de  grandeur 
est  le  résultat  d'une  comparaison,   et  partant  présuppose  la 
possibilité  de  la  comparaison.  Pour  savoir  si  la  comparaison 
est  possible,  ou  par  quels  moyens  elle  l'est,  il  faut  connaître  les 
qualités  des  choses  comparées  et  du  milieu  où  s'effectue  cette 
comparaison;  et  pour  savoir  si  la   comparaison  quanlilatwe 
est  possible,  il  faut  savoir  qu'il  y  a  une   identité  qualitative 
entre  les  choses  comparées,  ce  qui  implique  encore  une  con- 
naissance antérieure  de  leurs  qualités.  Si  les  figures  spatiales 
ont  été  réduites  en  grandeurs,  c'est  qu'on  a  auparavant  négligé 
leur  qualité  comme  connue  et  semblable  à  la  qualité  d'autres 
figures.  Espérer,  par  conséquent,  qu'on  atteindra  les  qualités 
de  l'espace  en  comparant  son  expression  comme  pure  grandeur 
avec  d'autres  pures  grandeurs  est   une   erreur  naturelle  à  un 
géomètre  analytique,  mais  néanmoins  une  erreur,  d'où  Ton  ne 
peut  pas  revenir  au  fondement  qualitatif  de  la  grandeur  spatiale. 

62.  Il  faut  donc  rejeter  absolument  la  disjonction  qui  est 
à  la  base  de  la  philosophie  de  l'espace  de  Riemann  :  Ou  bien, 
pense-t-il,  les  axiomes  doivent  être  des  conséquences  des 
concepts  généraux  de  la  grandeur,  ou  bien  ils  ne  peuvent  être 
prouvés  que  par  l'expérience  (p.  255).  Au  contraire,  réplique- 
rons-nous, tout  ce  qui  pcw/ être  dérivé  des  concepts  généraux 
de  grandeur  ne  peut  pas  être  un  attribut  a  priori  de  Tespace, 
car  tous  les  attributs  nécessaires  de  l'espace  sont  présupposés 
dans  tout  jugement  de  grandeur  spatiale,  et  ne  peuvent,  par 
suite,    être   des    conséquences    d'un   tel  jugement.   Ainsi   la 
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disjonction  de  Riemann  suppose  réellement  ce  qui  est  en 
(piestion,  puisque  Tune  de  ses  alternatives  est  évidemment 
impossible.  Pour  formuler  les  axiomes  de  la  Géométrie  mé- 
trique, on  doit  se  poser  cette  question  :  Quels  axiomes, 
c'est-à-dire  quels  allrihuts  de  l'espace,  faut-il  présupposer, 
pour  que  la  comparaison  quantitative  des  parties  de  l'espace 
soit  possible  en  ji^énéral?  Et  ce  n'est  que  lorsqu'on  aura  déter- 
miné ces  conditions,  qui  sont  nécessaires  a  priori  pour  toute 
science  quantitative  de  l'espace,  que  se  posera  la  seconde 
question  :  Quelles  conséquences  peut-on  tirer,  touchant  l'es- 
pace, des  résultats  observés  de  cette  science  quantitative, 
c'est-à-dire  de  la  mesure  des  figures  spatiales?  Les  conditions 
de  la  mesure  elles-mêmes  seront  a  priori,  quoiqu'elles  ne  déri- 
vent d'aucune  notion  de  grandeur,  si  l'on  peut  montrer  que, 
sans  elles,  l'expérience  dune  extériorité  serait  impossible. 

Après  cette  protestation  initiale  contre  la  thèse  philosophique 
générale  de  Riemann,  nous  allons  examiner  en  détail  l'usage 
qu'il  fait  de  la  notion  de  multiplicité. 

63.  Kn  premier  lieu,  il  règne,  si  je  ne  me  trompe,  une  grande 
obscurité  dans  la  définition  de  la  multiplicité,  dont  nous  avons 
donné  une  traduction  presque  littérale  dans  le  Chapitre  1 
(§  19  ).  Et  tout  d'abord,  qu'entend-on  par  un  concept  général 
capable  de  déterminations  variées?  Cette  propriété  n'appar- 
tient-elle pas  à  tous  les  concepts?  Elle  offre,  certainement,  une 
base  au  dénombrement,  mais  si  elle  doit  s'appliquer  à  la  gran- 
deur continue,  il  faut  assurément  avoir  quchjue  formule  moins 
discontinue.  Elle  peut,  par  exemple,  servir  de  base  à  la  distinc- 
tion des  points  en  Géométrie  projective,  mais  la  Géométrie 
projective  n'a  rien  à  faire  avec  la  grandeur.  Il  semble  qu'il  faille 
quelque  chose  de  plus  fluide  et  de  plus  flexible  qu'un  concept 
pour  servir  de  base  aux  grandeurs  continues.  Ensuite,  que  faut- 
il  entendre  par  un  quantum  d'une  multiplicité?  Dans  l'espace, 
la  réponse  est  aisée  :  un  quantum  est  un  fragment  de  volume. 
Mais  en  est-il  de  même  pour  l'autre  multiplicité  continue  (jue 
cite  Riemann,  celle  des  couleui-s?  Un  quantum  de  couleur 
signilie-t-il  une  seule  ligne  dans  le  spectre,  ou  une  bande  de 
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largeur  finie"?  Dans  l'un  ou  l'autre  cas,  quelles  sont  les  gran- 
deurs à  comparer?  Et  comment  la  superposition  est-elle  né- 
cessaire, ou  même  possible?  Une  couleur  est  déterminée  par  sa 
position  dans  le  spectre  :  deux  lignes  du  même  spectre  ne  peu- 
vent pas  être  superposées,  et  deux  lignes  prises  dans  des 
spectres  différents  n'ont  pas  besoin  de  l'être  :  leurs  positions 
dans  leurs  spectres  respectifs,  ou  même,  approximativement, 
leur  qualité  sensible  immédiate,  suffisent  à  les  identifier.  Le 
fait  est  que  Riemann  a  en  vue  l'espace  dès  le  début,  et  beau- 
coup de  propriétés,  qu'il  énonce  comme  appartenant  à  toutes 
les  multiplicités,  appartiennent,  en  réalité,  uniquement  à  l'es- 
pace. On  ne  comprend  pas  trop  ce  que  sont  ces  grandeurs  que 
les  déterminations  variées  rendent  possibles.  Ces  grandeurs 
mesurent-elles  les  éléments  de  la  multiplicité,  ou  bien  les  rela- 
tions entre  ces  éléments?  C'est  là,  certes,  un  point  vraiment  fon- 
damental, et  pourtant  Riemann  n'y  touche  jamais.  Dans  le  pre- 
mier cas,  la  superposition  dont  il  parle  devient  inutile,  puisque 
la  grandeur  est  inhérente  à  l'élément  considéré.  On  n'a  pas 
besoin  de  la  superposition  pour  mesurer  les  grandeurs  qui  cor- 
respondent aux  divers  sons  ou  aux  diverses  couleurs;  on  peut 
les  découvrir  en  analysant  chaque  couleur  ou  chaque  son.  Dans 
l'espace,  au  contraire,  si  l'on  cherche  des  éléments,  on  n'en 
peut  trouver  d'autres  cpie  Jes  points  ;  or,  aucune  analyse 
d'un  point  ne  découvrira  de  grandeurs  qui  lui  soient  inhé- 
rentes; de  telles  grandeurs  sont  une  fiction  de  la  Géométrie 
analyli(pie  (').  Comme  nous  le  verrons  dans  le  Chapitre  III, 
les  grandeurs  que  comporte  l'espace  sont  des  relations  entre 
des  points,  et  c'est  pour  cette  raison  que  la  superposition 
est  essenlielle  à  la  mesure  spatiale.  Un  point  unique  ne  possède 
aucune  qualité  intrinsèque  qui  permette  de  le  distinguer  quan- 
titativement d'un  autre,  comme  c'est  le  cas  pour  une  couleur 
simple.  Ainsi  la  notion  d'une  multiplicité,  telle  que  la  définit 
Riemann,  ou  bien  ne  comprend  pas  les  couleurs,  ou  bien  n'im- 


(')  Il  s'agit   de   V intensité  altribuée    à    chaque   élément    (point)  dans   le 
système  des  coordonnées  homogènes.  (Note  de  M.  L.  Coulurat.) 
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plique  pas  la  superposition  comme  l'unique  procédé  de  mesure. 
Il  n'y  a  pas  moyen  d'échapper  à  ce  dilemme. 

6i.  Mais  si  «  la  mesure  consiste  dans  la  superposition  des 
«grandeurs  comparées  »  (p.  256)  (  '  ),  ne  s'ensuit-il  [)as  immédia- 
tement que  la  mesure  ne  soit  logiquement  possible  que  là  où 
une  telle  superposition  laisse  les  grandeurs  invariables,  et,  par 
suite,  que  la  mesure,  telle  qu'elle  a  été  délinie  ci-dessus, 
implique,  comme  condition  a  priori,  ([ue  les  grandeurs  restent 
invariables  dans  le  mouvement?  Iliemann  ne  tire  pas  cette 
consé(piencc;  en  fait,  il  se  met  immédiatement  (p.  25G-2J7  )  à 
considérer  ce  cju'il  appelle  une  branche  générale  de  la  Science 
des  grandeurs  {Grossenlclire)^  indépendante  de  la  mesure. 
Mais  comment  peut-il  y  avoir  une  Science  des  grandeurs 
(pielconque  où  les  grandeurs  ne  puissent  pas  être  mesurées?  La 
raison  de  cette  confusion  réside  dans  ce  fait  que  la  définition  de 
la  mesure  de  Riemann  n'est  pas  applicable  à  une  seule  multi- 
plicité autre  que  l'espace;  car  cette  mesure  dépend  de  cette 
propriété  remarquable,  que  ce  que  l'on  mesure,  en  Géométrie, 
ce  ne  sont  pas  les  points,  mais  les  relations  entre  les  points,  et 
celles-ci  peuvent  évidemment  être  inaltérées  parle  mouvement 
sans  que  ceux-là  le  soient.  Essayons,  par  exemple,  d'appliquer 
aux  couleurs  la  définition  de  la  mesure  de  Riemann.  Il  faut  se 
rappeler  que,  quand  il  s'agit  de  la  multiplicité  des  couleurs,  un 
mouvement  signifie,  non  pas  un  mouvement  dans  l'espace,  mais 
un  mouvement  dans  la  multiplicité  des  couleurs  elle-même.  Or, 
comme  chaque  point  de  cette  multiplicité  est  complètement  dé- 
terminé par  trois  quantités  qui  sont  données  en  fait  et  ne  peuvent 
être  arbitrairement  choisies,  il  est  clair  qu'il  ne  saurait  être 
aucunement  question  d'une  mesure  par  superposition,  attendu 
qu'elle  implique  le  mouvement  et,  par  suite,  le  changement  dans 
les  quantités  déterminantes.  La  superposition  d'une  couleur  à 
une  autre,  comme  moyen  de  mesure,  est  un  pur  non-sens.  Et 
pourtant  la  mesure  est  possible  dans  la  multiplicité  des  couleurs, 
au  moyen  de  la  loi  du  mélange  de  Helmholtz  (iI//A'c//w««'s«^f'- 

(')  Cf.  %  19.  (Note  du  traducteur.) 
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setz)  (  '  ):  'nais  c'est  la  mesure  de  chaque  élément  séparé,  et  non 
(les  ivlalions  entre  ces  éléments  :  elle  est  donc  radicalement 
difTérente  de  la  mesure  spatiale  (-  ).  Les  éléments  ne  sont  pas, 
comme  les  points  dans  Tespace,  qualitativement  semblables,  et 
ne  se  distinguent  pas  uniquement  par  leur  mutuelle  extériorité. 
Nous  avons  dans  les  couleurs  irois  éléments  fondamentaux 
((ualitativement  distincts  et,  en  les  prenant  dans  certaines  pro- 
portions, nous  pouvons  construire  tous  les  autres  éléments  de 
la  multiplicité,  chacun  des  éléments  résultants  présentant  la 
même  combinaison  de  diversité  et  de  similitude  qualitatives  que 
les  trois  éléments  originaux.  Mais,  dans  Tespace,  que  pour- 
rions-nous faire  d'un  tel  procédé?  Etant  donnés  trois  points, 
comment  ferions-nous  pour  les  combiner  en  certaines  propor- 
tions? Ces  mots  n'ont  pas  de  sens.  Si  Ton  me  fait  cette  objec- 
tion facile  que  nous  avons  à  combiner  des  lignes,  et  non  des 
points,  ma  réplique  est  également  facile  à  trouver,  lu  d'abord, 
les  lignes  ne  sont  pas  des  éléments.  Métaphysiquement,  Tespace 
n'a  pas  d'éléments,  puisque,  comme  la  suite  le  montrera,  il  se 
compose  de  pures  relations  entre  des  éléments  non  spatiaux. 
Mathématiquement,  ce  fait  se  manifeste  dans  la  notion  contra- 
dictoire du  point,  ou  zéro  de  grandeur  dans  Tespace,  qui  appa- 
raît comme  la  limite  dans  notre  vaine  recherche  d'un  élément 
spatial.  Mais,  quand  même  on  accorderait  à  la  ligne  le  rôle  d'élé- 
ment spatial,  que  nous  donne  la  combinaison  de  trois  lignes  en 

('j  II  s'agit  de  la  déniiition  de  chaque  couleur  par  le  mélange  de  trois 
couleurs  simples  en  proportion  déterminée.  Les  quantités  relatives  de  chaque 
couleur  simple  qui  entrent  dans  ce  mélange  constituent  les  trois  coordonnées 
de  la  couleur  en  question,  considérées  comme  coordonnées  triangulaires; 
elles  fixent  sa  place  dans  le  triangle  cliromatique  de  Helmholtz,  dont  les 
trois  sommets  figurent  les  couleurs  fondamentales.  (A.  B.  :  Pour  Erdmann, 
au  contraire,  les  trois  coordonnées  d'une  couleur  sont  trois  variables  hétéro- 
gènes :  le  (on,  c'est-à-dire  la  nuance  déterminée  par  la  place  de  la  couleur 
dans  le  spectre;  V intensité,  c'est-à-dire  la  quantité  de  lumière  que  contient 
la  couleur;  et  le  degré  de  saturation,  inverse  de  la  quantité  de  blanc  qui  s'y 
trouve  mêlée.)  {Note  de  M.  L.  Couturat.) 

(2)  Je  ne  veux  pas  dire  que  cette  mesure  des  couleurs  s'effectue  sans  réfé- 
rence à  leurs  relations,  car  toute  mesure  est  essentiellement  une  compa- 
raison. Mais,  dans  les  couleurs,  ce  sont  les  éléments  que  l'on  compare, 
tandis  que,  dans  l'espace,  ce  sont  les  relations  entre  les  éléments. 
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proportions  définies'?  Elle  nous  donne  simplement  les  coordon- 
nées d'un  point.  Ici  encore,  nous  voyons  une  grande  différence 
entre  la  multiplicité  des  couleurs  et  celle  de  Tespace.  Dans  les 
couleui"s,  la  conibitiaison  de  plusieurs  quantités  donne  une  nou- 
velle quantité  de  la  même  espèce  ;  dans  l'espace,  elle  définit,  non 
pas  une  quantité,  mais  un  prétendu  élément  d'une  autre  espèce 
que  les  quantités  qui  le  définissent.  Nous  trouverions  encore 
des  conditions  différentes  dans  la  multiplicité  des  sons  (').  Ici, 
aucune  des  grandeurs  mesurantes  ne  peut  s'évanouir  sans  que 
le  son  s'évanouisse  aussi,  et  toutes  les  trois  sont  liées  ensemble 
de  telle  sorte  dans  l'unique  sensation  résultante,  qu'aucune 
d'elles  ne  peut  exister  sans  une  quantité  finie  des  autres.  Elles 
sont  toutes  qualitativement  différentes  Tune  de  l'autre  deux  à 
deux,  et  elles  diffèrent  de  chaque  son  possible,  bien  qu'elles  le 
constituent,  de  même  que  la  masse  et  la  vitesse  sont  des  élé- 
ments constitutifs  du  moment  (-).  Toutes  ces  conditions 
diverses  demandent  à  être  examinées  avant  qu'une  multiplicité 
puisse  être  complètement  définie;  et  tant  qu'on  n'a  pas  procédé 
en  détail  à  un  tel  examen,  on  ne  peut  pas  se  prononcer  sur  la 
nature  a  priori  ou  empirique  des  lois  de  la  multiplicité.  J'ai 
essayé  un  tel  examen,  en  ce  (jui  concerne  l'espace,  dans  les 
troisième  et  quatrième  Chapitres  de  cet  Essai. 

65.  Je  ne  veux  pourtant  pas  nier  la  grande  valeur  de  la 
conception  de  l'espace  comme  multiplicité.  Au  contraire,  cette 
conception  semble  être  devenue  essentielle  à  tout  essai  de 
traiter  la  question.  Je  veux  seulement  faire  ressortir  que  l'étude 
purement  algébrique  d'une  multiplicité,  si  importante  qu'elle 


(';  Les  trois  coordonnées  d'un  son,  sui\anl  lù'dniunn,  sont  :  la  hauteur, 
Vintensité  et  le  timbre.  Il  importe  de  remarquer  que  le  timbre  n'est  nulle- 
ment une  ^'randeur  linéaire  :  il  dépend  de  la  forme  des  vibrations.  La  liaulcur 
est  mesurée  par  le  nombre  de  vibrations  exécutées  en  une  seconde  (  ce  nombre 
se  mesure  au  moyen  de  la  sirène  ou  d'un  compteur  graphique);  l'intensité 
dépend  de  l'amplitude  des  vibrations,  et  le  timbre  provient  des  harmoniques 
qui  se  superposent  au  son  fondamental.  Le  timbre  n'étant  pas  une  grandeur 
linéaire,  on  a  |)roposé  de  le  remplacer  |)ar  la  durée.     (Xotedu  traducteur.^ 

(,-)  En  français  :   de  la  quantité   de   mouvement,  nn\ 

(Xote  du  traducteur.) 
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soil  pour  déduire  des  conséquences  nouvelles  de  prémisses  con- 
nues, lend  plutôt  à  cacher  qu'à  élucider  la  base  de  ces  prémisses 
elles-mêmes  et  est,  par  suite,  fallacieuse  dans  un  examen  philo- 
sophique, l^n  Mathématique,  où  la  grandeur  règne  souveraine- 
ment, la  conception  de  lliemann  s'est  montrée  extrêmement 
féconde;  en  Philosophie,  au  contraire,  où  la  grandeur  apparaît 
plutôt  comme  un  voile  qui  cache  les  qualités  dont  elle  fait 
abstraction,  celte  conception  me  semble  propre  à  engendrer  des 
erreurs  et  des  confusions,  plutôt  qu'une  saine  doctrine. 

Nous  sommes  ainsi  ramené  à  notre  point  de  départ,  à  savoir 
la  fausseté  de  la  disjonction  initiale  de  Riemann,  et  le  paralo- 
gisme qui  en  résulte  dans  sa  démonstration  de  la  nature  empi- 
rique des  axiomes.  Sa  Philosophie  est  surtout  viciée,  à  mon 
avis,  par  ce  paralogisme,  et  par  cette  supposition,  dénuée  de 
critique,  qu'un  système  de  coordonnées  métri([ues  peut  être  posé 
et  employé  à  la  mesure  de  Tcspace,  indépendamment  de  tout 
axiouie(  '  ).  Il  a  manqué  à  Riemann  d'observer  ce  que  j'essaierai 
de  prouver  dans  le  Chapitre  suivant,  à  savoir  que  la  Géométrie 
deviendrait  impossible,  si  l'espace  n'avait  ])as  une  courbure 
rigoureusement  constante;  et,  de  plus,  que  l'absence  d'une 
courbure  constante  implique  que  la  position  est  absolue,  ce  qui 
est  une  absurdité.  Tl  a  été  par  là  amené  à  cette  conclusion,  que 
tous  les  axiomes  géométriques  sont  empiriques  et  peuvent  ne 
pas  valoir  dans  l'infinimcnt  petit,  où  l'observation  est  impos- 
sible. Il  dit  en  effet  (p.  2.6~ )  :  «  Maintenant  les  concepts  empi- 
riques sur  lesquels  sont  fondées  les  mesures  spatiales,  à  savoir, 
les  concepts  de  corps  rigide  et  de  rayon  lumineux,  paraissent 
perdre  leur  validité  dans  l'infinimcnt  petit  :  il  est  donc  parfai- 
tement concevable  que  les  relations  de  grandeurs  spatiales  dans 
l'infinimcnt  petit  ne  correspondent  pas  aux  présuppositions  de  la 
Géométrie,  et  nous  devrions  admettre,  en  fait,  cette  hypothèse, 
dès  qu'elle  nous  permettrait  d'expliquer  plus  simplement  les 
phénomènes  (-).  »  Je  ne  puis  aucunement  adhérer  à    cette 


('j  Pour  la  discussion  ilc  ce  point,  voir  Ghap.  Ilf,  Sect.  li,  §  176. 
(■-)  Voir  Œuvres  mathématiques  de  Riemann,  p.  '297.  Gauthier-Villars; 
1898.  Tirage  à  part,  p.  16  (Ilerniann). 
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conclusion.  De  très  grands  espaces  peuvent  s'éloigner  notable- 
ment de  la  Géométrie  euclidienne,  parce  qu'ils  dépendent  de 
Taxiome  des  parallèles,  ([ui  n'est  pas  iuiplicjué  dans  l'axiome  de 
Libre  Mobilité;  mais,  dans  riuliniment  petit,  les  divergences 
ne  peuvent  être  dues  qu'à  Tabsence  de  FJbre  Mobilité,  ipii  est 
absolument  impossible,  ainsi  ([ue  j'espère  le  montrer  dans  mon 
troisième  Cbapilre. 

HELMHOLTZ. 

G().  Comme  Uiemann,  llebnboltza  tenu  une  grande  place  à  la 
fois  daus  la  Tbéorie  matbémati(pie  et  dans  la  Tbéorie  pliiloso- 
pliique  de  la  Géométrie.  Son  œuvre  a  déjà  été  considérée,  au 
point  de  vue  uiatbématique,  daus  le  Cbapilre  1;  l'étude  de  sa 
pbilosopbie,  qui  doit  nous  occuper  ici,  sera  une  tàcbe  plus 
inq)orlaute.  Comme  Uiemann,  il  s'est  efforcé  de  prouver  que 
tous  les  axiomes  sont  empiriques  et,  comme  lui,  il  a  fondé  sa 
démonstration  principalement  sur  la  Métagéométrie.  Mais  il  a 
tiré  des  ressources  supplémentaires  de  la  Pbysiologie  des  sens, 
qui  lui  fournit  la  première  occasion  de  rejeter  l'Estbétique 
transcendantale,  et  le  mit  à  même  d'attaquer  Kant  du  coté 
psycbologique  aussi  bien  ([ue  du  côté  malbémalirpie  (  '). 


(')  I.es  travaux  de  lleliiiliolu  sur  la  Géoinêtric  couiprenuenl,  outre  les 
articles  cil«'s  dans  le  Cha|jitre  I  (§  ^4),  les  articles  suivants  :  «  Origine  et  sens 
desaxiomes  géométriques  (contre  Land  )  »,  ap.  Wissenschaftliche  Abliand- 
lungen,  t.  II,  p.  ()4o;  1878.  (Aussi  dans  le  Mind,  t.  III,  en  réponse  à  Land 
dans  le  Mind,  t.  II.)  «  Origine  et  signification  des  axiomes  géomé- 
triques »  (1870),  ap.  Vortrdge  und  Heden,  t.  II,  p.  i.  (Aussi  dans  le  Mind, 
t.  I.)  Cf.  deuv  articles  sur  les  Axio/nes  de  la  Géométrie  ;  leur  origine  et 
leur  signification^  ap.  Revue  des  cours  scientifiques,  1870,  oX.  Revue  scien- 
tificjue,  1877.  Deux  appendices  aux  «  Faits  danx  la  perception  «,  intitulés  : 
II  :  «  L'espace  peut  être  transcendantal ,  sans  que  les  axiomes  le  soient  »; 
et  III  :  «  L'application  des  axiomes  au  monde  physique  »,  1878,  ap.  \'or- 
trage  und  Reden,  t.  II,  p.  266  et  suiv. 

Ces  deux  derniers  appendices  sont  des  vulgarisations  et  des  développe- 
ments de  l'article  du  Mind,  t.  III.  De  tous  les  écrits  d'ilelnilioltz  sur  la  Géo- 
métrie, le  plus  répandu,  quoique,  à  mon  avis,  le  moins  solide,  est  l'article 
du  Mind,  t.  ].  Il  contient  les  fameuses  analogies  si  souvent  mal  comprises  du 
Pays  plat  et  du  Pays  sphérique,  que  nous  discuterons  et  que  nous  défendrons 
autant  que  possible,  en  répondant  aux  attaques  dirigées  |»ar  Lotze  contre  la 
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Les  points  principaux  sur  lesquels  doit  porter  une  critique 
de  Hclmlioltz  sont  les  suivants  :  Le  premier  est  son  critérium 
de  Va  priori;  le  second,  sa  discussion  avec  Land  sur  Vimagi- 
nabilité  des  espaces  non-euclidiens;  le  troisième,  et  de  beau- 
coup le  plus  important  des  trois,  est  sa  théorie  sur  la  dépen- 
dance de  la  Géométrie  à  l'égard  de  la  Mécanique.  Nous  allons 
discuter  successivement  ces  trois  points. 

67.  Le  critérium  de  l'apriorité  pour  Ilelmholtz  est  difficile 
à  découvrir,  car  il  n'en  a  jamais,  à  ma  connaissance,  donné  un 
énoncé  précis.  Toutefois,  de  sa  discussion  de  la  Géométrie  phy- 
sique et  de  la  Géométrie  transcendantale  (  '  )5  il  semble  ressortir 
qu'il  rej^arde  comme  empirique  tout  ce  qui  s'applique  à  une  ma- 
tière empirique.  11  y  soutient,  en  efTet,  que,  même  si  l'espace 
était  une  forme  a  priori,  toute  Géométrie  qui  viserait  à  s'appli- 
(pier  à  la  Physique  devrait  être  nécessairement  empirique  (-), 
puisque  les  positions  actuelles  des  corps  ne  sont  pas  connues  a 
priori.  Il  semble  très  probable  qu'il  regarde  cela  comme  un 
critérium  possible,  attendu  qu'il  est  adopté,  dans  plusieurs  pas- 
sages, par  son  disciple  Erdmann(''),  et  un  si  étrange  critérium 
n'aurait  guère  pu  être  accepté  par  un  philosophe,  s'il  ne  l'avait 
trouvé  chez  son  maître.  Je  l'appelle  un  étrange  critérium,  parce 
qu'il  me  semble  méconnaître  complètement  l'œuvre  de  la  Phi- 
losophie critique.  Car  s'il  y  a  une  chose  qui,  eût-on  pu  espérer, 
a  été  suffisamment  élucidée  par  la  critique  de  Kant,  c'est  que  la 
connaissance  a  priori,  étant  elle-même  la  condition  de  l'expé- 


IVlétagéomélrie  ;  attaques  qui  paraissent  presque  entièrement  fondées  sur  ce 
seul  article  populaire.  La  présente  discussion  peut  donc  se  borner  presque 
exclusivement  à  l'article  du  Mind,  t.  III,  et  aux  parties  philosophiques 
des  deux  articles  cités  dans  le  Chapitre  I,  c'est-à-dire  aux  articles  des 
Wissenschaftiiche  Abhandlungen,  t.  II,  p.  6io  à  660.  Ses  autres  ouvrages 
sont  de  vulgarisation,  et  n'ont  d'importance  qu'à  cause  du  grand  public 
auquel  ils  s'adressent. 

(')  Dans  sa  réponse  à  Land,  Mind,  t.  HI,  et  Wiss.  Abh.,\..  II,  p.  640. 

(-)  Voir  aussi  Les  faits  dans  la  perception,  Appendice  II  :  L'espace  peut 
èlre  transcendantal  sans  que  les  axiomes  le  soient  (  Vortràge  und  Reden, 
t.  H). 

{^ )  Voir  plus  bas  la  critique  d'Erdmann,  §8i. 
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rience  possible,  s'applique  (et,  dans  le  système  de  Kant, 
s'applique  uniquement')  à  une  matière  empirique.  Par  suite, 
quand  Helmhollz  et  b>rdmann  posent  ce  critérium  sans  discus- 
sion, ils  méconnaissent  simplement  l'existence  de  Kant  cl  la 
possibilité  d'un  raisonnement  transcendantal.  Ilelmholtz  sup- 
pose toujours  que  la  comiaissance  empirique  doit  être  entiè- 
rement empiri(pi«^,  «pi'il  ye  peut  y  avoir  aucune  condition  a 
priori  de  Texpérience  en  (pieslion,  que  rcxpérience  sera  tou- 
jours possible  et  peut  donner  toute  sorte  de  résultats.  Ainsi,  en 
discutant  la  Géométrie  «  physique  »,  il  admet  que  la  possibilité 
de  la  mesure  empirique  n'implique  aucun  axiome  a  priori^  et 
qu'aucun  élément  a  priori  ne  peut  être  enveloppé  dans  cette 
opération.  Cette  présomption  est  tout  à  fait  injustiliable,  comme 
nous  le  verrons  dans  le  Chapitre  III  :  la  possibilité  de  mesurer 
la  matière  implique,  en  fait,  certaines  propriétés  de  Vcspoce. 
Par  conséquent,  malp^ré  le  fait  que  nos  mesures  s'appliquent 
à  une  matière  empirique,  et  quf ,  partant,  nos  résultats  sont 
empiriques,  il  peut  bien  y  avoir  dans  la  mesure  un  élément  a 
priori  que  présuppose  la  possibilité  de  cette  mesure.  Avec  un 
pareil  critérium,  on  pourrait  prouver  que  tout  est  empirique; 
mais  cela  prouve  plutôt  qu'il  est  lui-même  sans  valeur. 

On  trouve,  il  est  vrai,  dans  Helmholtz,  un  autre  et  un  meil- 
leur critérium,  qui  a  été  aussi  adopté  par  Erdmann.  Ce  crité- 
rium peut  s'énoncer  :  tout  ce  qui  aurait  pu,  par  une  expérience 
différente,  être  rendu  difîérent,  doit  dépendre  lui-même  de 
l'expérience  et,  par  suite,  être  empirique.  Ce  critérium  semble 
parfaitement  valable,  mais  l'emploi  qu'en  fait  Helmholtz  est 
d'ordinaire  vicieux,  parce  qu'il  né<i:li<^e  de  prouver  la  possibi- 
lité de  cette  expérience  différente.  Il  dit,  par  exemple,  que  si 
notre  expérience  ne  nous  montrait  que  des  corps  qui  chang^ent 
de  forme  dans  le  mouvement,  nous  n'arriverions  pas  à  l'axiome 
de  congruence,  qu'il  déclare  par  conséquent  empirique.  Or 
j'essaierai  de  prouver,  dans  le  Chapitre  III,  que  sans  l'axiome 
de  congruence  on  ne  pourrait  avoir  l'expérience  d'une  gran- 
deur spatiale.  Si  ma  démonstration  est  juste,  il  s'ensuit  qu'au- 
cune expérience  ne  peut  jamais  révéler  des  grandeurs  spatiales 
qui  contredisent  cet  axiome;   et  c'est  là  une  possibilité  que 
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Helmhollz  ne  discale  nulle  part,  en  posant  son  expérience 
hypolliéliquc.  Ainsi  ce  second  critérium,  quoique  parfaitement 
correct,  a  toujours  besoin  d'èlre  accompagné  d'un  raisonnement 
Irauscendanlal,  touchant  les  conditions  de  Texpérience  possible, 
que  l'on  trouve  très  rarement  chez  llelmholtz. 

68.  Une  des  rares  occasions  où  llelmholtz  a  essaye  d'un  tel 
raisoiuiement  se  trouve  liée  à  notre  second  point,  à  savoir 
l'imaginabilité  des  espaces  non-euclidiens.  Son  argumentation 
sur  ce  point  fut  provoquée  par  ses  adversaires  kantiens,  qui 
soutenaient  que  la  possibilité  purement  logique  de  ces  espaces 
ne  prouvait  rien,  attendu  que  la  base  de  la  Géométrie  n'est 
pas  la  logique,  mais  l'intuition.  Les  axiomes,  disaient-ils,  sont 
des  propositions  synthétiques;  leurs  contraires  ne  sont  donc 
pas  contradictoires;  ce  sont  néanmoins  des  propositions  apo- 
dictiques,  parce  que  nous  ne  ])Ouvons  avoir  aucune  autre  iniiii- 
lioji  (jue  celle  de  l'espace  euclidien  (').  J'ai  déjà  critiqué  cet 
ordre  d'arguments  au  commencement  de  ce  Chapitre.  Mais  la 
réponse  de  llelmholtz  était  dilTérente  :  admettant  que  l'ar- 
gument était  conséquent  en  soi,  il  niait  une  de  ses  prémisses. 
Nous  pouvons,  disait-il,  imaginer  les  espaces  non-euclidiens, 
bien  que  le  manque  d'habitude  nous  le  rende  difficile.  De 
cette  thèse  il  résultait  naturellement  que  l'argument  de  Kant, 
lors  même  qu'il  serait  formellement  valide,  ne  peut  prouver 
l'apriorité  de  l'espace  euclidien  en  particulier,  mais  seulement 
celle  de  l'espace  général  qui  comprend  à  la  fois  les  espaces 
euclidien  et  non-euclidiens  (-). 

Quoique  je  m'accorde  avec  llelmholtz  à  penser  que  la  dis- 
tinction des  espaces  euclidien  et  non-euclidiens  est  empirique, 
je  ne  puis  considérer  son  argument  en  faveur  de  V imaginabi- 
lilé  de  ces  derniers  comme  très  heureux.  La  validité  de  toute 
preuve  de  ce  genre  doit  évidemment  reposer  sur  la  définition  de 
rimaginabilité.   Voici   celle    que    Helmholtz    donne    dans    sa 


(  V)  Voir  Land,  dans  le  Mind,  t.  II. 

(2)  Voir  le    paragraplie  final   de  l'article   de  Helmholtz   dans  le  Mind, 
t.  III. 
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réponse  à  Land  :  L'ima^inahilité  postule  «  la  possibilité  de  se 
représenter  complètement  les  impressions  sensibles  qui  éveillent 
en  nous  Tobjet  correspondant  suivant  les  lois  connues  de  nos 
orj^ancs  des  sens  sous  toutes  les  conditions  concevables  de 
l'observation,  et  ])ar  les(pielles  il  peut  se  distinguer  d'autres 
objets  semblables  (')  ».  Cette  définition  n'est  ])as  très  claire, 
à  cause  de  l'ambig^uïté  du  mot  \  orstcllbarkcit  (  [)ossibilitc  de 
se  représenter).  La  définition  suivante  semble  moins  ambiguë  : 
«  Quand  la  série  des  impressions  sensibles  peut  être  donnée 
d'une  manière  complète  et  univoque,  on  doit  à  mon  avis  recon- 
naître (pie  la  cbose  peut  être  représailcc  intuitivement  (- ).  » 
Cela  montre  bien  (ce  qui  ressort  aussi  de  sa  manière  de  dé- 
montrer) (pi'il  regarde  une  cbose  comme  imaginable  quand 
elle  peut  être  décrite  en  termes  conceptuels.  Mais,  comme  le 
remarque  Land  ('),  «  ce  n'est  pas  là  le  sens  requis  par  l'argu- 
mentation dans  ce  cas  ».  Que  cette  critique  de  Land  soit  juste, 
c'est  ce  que  montre  la  démonstration  de  Helmboltz  pour  les 
espaces  non-euclidiens,  car  elle  consiste  seulement  en  une  ana- 
logie avec  le  volume  compris  à  l'intérieur  d'une  splière,  laquelle 
est  obtenue  matbématiquement  de  la  manière  suivante  :  On 
prend  les  symboles  (pii  représentent  les  grandeurs  dans  l'espace 
«  pseudo-sphérique  »  (byperbolique),  et  on  leur  donne  un  nou- 
veau sens  euclidien;  toutes  les  propositions  symboliques  devien- 
nent ainsi  capables  de  deux:  interprétations,  l'une  pour  l'espace 
pseudo-spbérique  et  l'autre  pour  le  volume  contenu  dans  une 
spbère.  Mais  il  est  trop  manifeste  que  cette  manière  de  pro- 
céder, tout  en  permettant  de  décrire  notre  nouvel  espace,  ne 
nous  rend  pas  capables  de  Vimaginer,  c'est-à-dire  d'évoquer 
les  images  de  la  manière  dont  nous  y  verrions  les  clioses.  Nous 
ne  retirons  pas  en  réalité  de  cette  analogie  une  connaissance 
plus  grande  qu'un  aveugle-né  n'en  retirerait  à  l'égard  de  la 
lumière  d'une  analogie  avec  la  chaleur.  L'aphorisme  ce  \ihil 
est  in  intellect u  quod  non  prias  fuerit  in  sensu  »  serait  incon- 


(')  Wissenschaftliche  Abhandlungen,  l.  II,  p.G4i. 
(*)  Vortrdge  und  Reden,  l.    Il,  |».  284. 
(V)  Mind,  l.  II,  p.  4j. 
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testablement  vrai,  si  Ton  substituait  imagination  à  entende- 
ment; si  donc  notre  espace  actuel  est  euclidien,  il  est  vain 
d'espérer  avoir  la  faculté  d'imaginer  un  espace  non-euclidien. 
Tout  ce  que  Ilelmholtz  aurait  pu  alléguer  contre  Land  (avec 
toute  raison,  je  crois)  c'est  que  Timage  que  nous  avons  de  l'es- 
pace n'est  pas  suffisamment  précise  pour  exclure,  de  l'espace 
actuel  que  nous  connaissons,  toute  possibilité  d'une  léj^èie 
divergence  d'avec  le  type  euclidien.  Mais  à  mon  avis,  Land  est 
incontestablement  dans  le  vrai,  en  soutenant  que  nous  ne  pou- 
vons imaginer  un  espace  diflerent  de  celui  que  nous  avons 
actuellement,  quoique  nous  puissions  le  concevoir  et  le  décrire. 
Pour  un  pur  kantien  qui  soutient,  comme  Land,  qu'aucun  des 
axiomes  ne  peut  être  prouvé,  cette  question  est  d'une  grande 
importance.  Mais  si,  comme  je  l'ai  avancé,  quelques-uns  des 
axiomes  sont  susceptibles  d'une  démonstration  transcendantale, 
tandis  que  les  autres  peuvent  être  vérifiés  empiriquement,  la 
question  est  aflranchic  de  toute  implication  psychologique,  et 
l'imaginabilité  ou  la  non-imaginabilité  des  espaces  métagéomé- 
triques  perd  toute  importance. 

69.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  troisième  et  à  la  plus  im- 
portante question,  au  rapport  de  la  Géométrie  à  la  Mécanique. 
Il  y  a  trois  manières  de  comprendre  l'argument  que  Ilelmholtz 
tire  de  la  rigidité  des  corps  :  la  première  est,  je  crois,  le  sens 
dans  lequel  il  l'a  compris  à  l'origine  ;  la  seconde  semble  être  le 
sens  qu'il  a  adopté  dans  sa  réponse  à  Land;  la  troisième  est 
le  sens  admis  par  Land,  et  le  sera  aussi  dans  la  discussion  sui- 
vante. Ces  trois  sens  sont  les  suivants  : 

1°  On  peut  soutenir  que  la  signification  actuelle  de  l'axiome 
de  Libre  Mobilité  consiste  à  aflirnierl'existence  de  corps  rigides 
empiriques,  et  cpie  les  deux  propositions  sont  équivalentes 
l'une  à  l'autre.  Cela  est  certainement  faux. 

2°  On  peut  dire  cpie  l'axiome  de  Libre  Mobilité  se  distingue 
logiquement  de  l'affirmation  de  l'existence  de  corps  rigides  et 
peut  même  ne  pas  être  empirique;  mais  qu'il  est  stérile,  même 
})Our  la  Géométrie  pure,  sans  l'aide  de  mesures,  qui  doivent 
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être  clles-mômes  des  corps  rij^ides  empiriques.  Ce  sens  est  plus 
plausible  que  le  premier,  mais  nous  pouvons  montrer,  je  crois, 
que  dans  ce  sens  encore  la  proposition  est  fausse. 

3"  On  peut  dire  que,  pour  la  Géométrie  pure  et  l'étude  abs- 
traite de  l'espace,  la  Libre  Mobilité,  appli(|uéc  à  une  matière 
abstraite  et  ^géométrique,  fournit  une  possibilité  suffisante  de 
comparaison  quantitative;  mais  du  moment  où  nous  étendons 
nos  résultats  au\  Matbématiques  appliquées,  et  où  nous  les 
appliquons  à  une  matière  empiriquement  donnée,  nous  avons 
besoin,  comme  instruments  de  mesure,  de  corps  rigides  empiri- 
quement donnés,  ou  tout  au  moins,  de  corps  qui  ne  s'écartent 
de  la  ri«^idité  que  de  quantités  empiriquement  connues.  Dans 
ce  sens,  je  crois,  la  proposition  est  correcte  ('  ). 

En  discutant  ces  trois  sens,  je  ne  m'en  tiendrai  pas  strictement 
au  texte  de  Helmbollz  ou  de  Land  :  si  je  l'essayais,  je  me  heur- 
terais à  cette  difficulté  qu'aucun  d'eux  ne  définit  l'a  priori,  et 
que  tous  deux  sont  trop  enclins,  à  mon  avis,  à  le  vérifier  au 
moyen  de  critères  psychologiques.  Je  vais  donc  prendre  ces 
trois  sens  tour  à  tour,  sans  trop  m'attacher  à  leur  conformité 
historique  aux  opinions  de  Land  ou  de  Helmbollz, 

70.  i**  La  congruence  peut  être  prise  (comme  lleliuhollz 
paraît  certainement  le  désirer)  dans  ce  sens  que  nous  trouvons, 
dans  notre  expérience  mécanique,  des  corps  réels  qui  conservent 
leurs  formes  avec  une  constance  approximative,  et  que,  de  celte 
expérience,  nous  inférons  l'homogénéité  de  l'espace.  Cette  opi- 
nion repose,  à  mon  avis,  sur  une  méprise  radical»'  touchant  la 
nature  de  la  mesure  et  des  axiomes  quelle  implique,  (^ueii- 
tend-on,  en  effet,  parla  non-rigidité  d'un  corps?  On  entend  sim- 
plement qu'il  a  changé  de  forme.  Mais  cela  implique  la  possibilité 
d'une  comparaison  avec  sa  forme  antérieure,  en  d'au  Ires  tciiues, 
d'une  mesure.  Donc,  pour  qu'il  puisse  être  question  de  rigidité 
ou  de  non-rigidité,  il  faut  que  la  mesure  des  grandeurs  spatiales 


('^  Cf.  Veronese,  Éléments  de  Géométrie  (traduction  alloinaiule),  j».  ix. 
Voir  aussi  p.  xxxiv,  3o4,  et  Note  II,  p.  (ig^-ôgi. 
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soit  déjà  possible.  Il  s'ensuit  que  la  possibilité  de  la  mesure  ne 
peut,  sans  cercle  vicieux,  être  elle-nf)cme  dérivée  de  l'existence 
de  corps  rigides.  La  mesure  géométrique  consiste,  en  fait,  dans 
la  comparaison  de  grandeurs  spatiales,  et  cette  comparaison 
imj)lique  l'homogénéité  de  Fespace,  comme  on  le  prouvera  tout 
au  long- dans  le  (Chapitre  III.  Elle  est,  par  conséquent,  la  con- 
dition logique  préalable  de  toute  expérience  des  corps  rigides, 
et  ne  peut  pas  être  le  résultat  d'une  telle  expérience.  Sans 
rbomogénéité  de  l'espace,  les  notions  mêmes  de  rigidité  ou  de 
non-rigidité  ne  pourraient  exister,  puisqu'elles  signifient,  res- 
])eclivement,  la  constance  ou  l'inconstance  delà  grandeur  spa- 
tiale en  des  ])orlions  de  matière,  el  que  toutes  deux,  ])ar  suite, 
présupposent  la  possibilité  d'une  mesure  spatiale.  L'Iiomogé- 
néilé  de  l'espace  nous  apprend  qu'un  corps,  en  se  mouvant, 
ne  change  ])as  de  forme  sans  (piehpie  cause  physi(|ue;  mais, 
(pi'il  ne  change  pas  réellement  de  forme,  c'est  ce  (pi'on  n'affirme 
jamais,  el  ce  qui  d'ailleurs  est  reconnu  faux.  Dès  (pie  la  mesure 
est  possible,  on  peut  apprécier  les  changements  réels  de  forme 
el  rechercher  leurs  causes  empiriques.  Mais  si  l'espace  n'était 
.pas  homogène,  la  mesure  serait  im|)0ssible,  une  forme  inva- 
riable serait  une  expression  dénuée  de  sens,  et  l'on  ne  pourrait 
jamais  expérimenter  la  rigidité.  Bref,  la  congruencc  affirme 
qu'un  corps  peut  se  mouvoir  sans  changement  de  forme  en 
tant  ([u'il  ne  s'agit  que  de  l'espace  pur;  la  rigidité  affirme 
([u'il  se  meut  réellement  ainsi,  ce  (pii  est  une  proposition 
toute  dillérente,  implicpiant  évidemment  la  proposition  géonié- 
Iriquc  précédente,  comme  son  antécédent  logique. 

Ou  peut  résumer  cet  argument  par  le  dilemme  suivant  :  Si 
les  corps  changent  de  forme  dans  le  mouvement  (et,  jusqu'à 
un  certain  point,  ils  le  font  tous  nécessairement,  puisque  aucun 
corps  n'est  parfaitement  rigide),  de  deux  choses  l'une  :  ou  bien 
les  changements  de  forme  que  subissent  les  corps  en  passant 
d'un  lieu  à  l'autre  ne  suivent  aucune  loi  géométri({ue,  ne  sont 
pas,  par  exemple,  des  fonctions  de  la  longueur  ou  de  la  direc- 
lion  du  mouvement,  et  dans  ce  cas  le  principe  de  causalité  exige 
(ju'ils  soient  les  cfTets,  non  pas  du  changement  de  lieu,  mais 
(le  (piehpie  changement  non  géométrique  simultané,  comme  de 
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température;  ou  bien  les  ch.ingements  sont  réguliers,  et  la 
grandeur  S,  dans  une  nouvelle  position/?,  devient  S/(p).  Dans 
ce  cas,  le  principe  des  variations  concomitantes  nous  conduit  à 
attribuer  le  changement  de  giandeur  au  seul  mouvemrnl,  et  la 
grandeur  devient  ainsi  une  fonction  delà  position  absolue.  Mais 
cela  est  absurde,  car  la  position  signifie  simplement  un  Icrmc 
d'une  relation  ou  d'un  ensemble  de  relations;  il  est  donc  impos- 
sible <pie  la  sim|)le  position  soit  capable  de  produire  des  chan- 
gements dans  un  corps.  La  position  est  un  terme  dans  une  rela- 
tion, et  non  une  chose  en  soi;  elle  ne  peut  donc  pas  agir  sur 
une  chose,  ni  exister  par  elle-même  à  part  des  autres  termes  de 
la  relation.  Ainsi  l'opinion  de  llelmholtz,  que  la  congruencc 
dépend  de  l'existence  des  corps  rigides,  doit  être  condamnée 
comme  un  paralogisme,  puisqu'elle  implique  le  caractère  absolu 
de  la  position.  En  fait,  la  congruence  peut  se  déduire  a  priori 
de  la  relativité  de  la  position,  comme  je  le  prouverai  plus  com- 
plètement dans  le  Chapitre  III. 

71.  2"  Le  raisonnement  précédent  me  semble  répondre  il'une 
manière  satisfaisante  à  l'assertion  de  Helmholtz  sous  la  forme 
précise  qu'il  lui  donna  d'abord.  L'axiome  de  congruence,  il 
faut  le  reconnaître,  est  logiquement  indépendant  de  l'existence 
des  corps  rigides.  Néanmoins  la  Géométrie  enveloppe  logique- 
ment quelque  référence  à  une  matière  ('),  mais  c'est  une  autre 
question  de  savoir  si  celte  référence  rend  la  Géométrie  empi- 
rique, ou  si  elle  ne  révèle  pas  plutôt  un  élément  a  priori  dans 
la  Dynamique. 

La  référence  à  une  matière  est  rendue  nécessaire  par  Thoino- 
généité  de  l'espace  vide.  Car  tant  qu'on  fait  abstraction  de  la 
matière,  une  position  est  absolument  indiscernable  d'une  autre, 
et  une  science  des  relations  de  position  est  impossible.  A  vrai 
dire,  pour  que  des  relations  spatiales  puissent  apparaître,  il  faut 
détruire  l'homogénéité  de  l'espace  vide,  et  c'est  la  matière  cpii 
doit  la  détruire.  La  page  blanche  n'est  d'aucun  usage  au  géo- 
mètre, tant  qu'il  n'a  pas  rompu  son  homogénéité  par  des  lignes 

(»)  Voir  Ghap.  IV,  §  197  et  suiv. 

R.  •; 
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à  l'encre  ou  au  crayon.  Il  n'y  a  pas,  en  somme,  de  figures  spa- 
tiales concevables  sans  une  référence  à  une  matière  qui  ne  soit 
pas  purement  spatiale.  Encore  une  fois,  si  la  conj^ruence  doit 
jamais  être  employée,  il  faut  qu'il  y  ait  mouvement;  mais  un 
point  purement  géométrique,  étant  défini  uniquement  par  ses 
attributs  spatiaux,  ne  peut  être  supposé  se  mouvoir  sans  une 
contradiction  dans  les  termes.  Ce  qui  se  meut  doit  donc  élre 
matière;  par  conséquent,  pourcjue  le  mouvement  puisse  fournir 
un  critérium  d'égalité,  il  faut  avoir  quelque  malière  connue 
pour  être  invariable  pendant  le  mouvement,  c'est-à-dire  qu'il  faut 
avoir  des  corps  rigides.  La  difficulté  est  que  ces  corps  doivent 
non  seulement  ne  subir  aucun  cliangcment  dû  uniquement  à  la 
nature  de  l'espace,    mais  encore  rester  inaltérés  malgré  leur 
relation  variable  avec  les  autres  corps.  Et  ici,  nous  avons  une 
condition  qui  ne  peut  plus  être  remplie  a  priori,  et  que,  en 
fait,  nous  savons  être  irréalisable  à  la  rigueur.  Car  les  forces  qui 
agissent  sur  un  corps  dépendent  de  ses  relations  spatiales  avec 
les  autres  corps,  et  des  forces  variables  sont  propres  à  produire 
une  configuration   variable.   Par  là,   semblc-t-il,  les  mesures 
réelles  ne   peuvent  qu'être   purement  empiriques,  et  doivent 
dépendre  du  degré  de  rigidité  qu'on  peut  obtenir,  pendant  les 
opérations  de  mesure,  dans  les  corps  avec  lesquels  on  opère. 

Cette  conclusion  est,  je  crois,  valable  pour  toute  mesure 
réelle.  Mais  la  possibilité  de  cette  rigidité  empirique  et  ap- 
proximative, il  faut  y  insister,  dépend  de  cette  loi  a  priori  que 
le  mouvement  pur  ne  peut  pas  produire  un  cbangement  de 
forme  sans  l'action  d'une  autre  matière.  Car,  sans  cette  loi, 
l'ellet  dune  autre  matière  ne  pourrait  être  découvert;  les  lois 
du  mouvement  seraient  absurdes^  et  la  Physique  impossible. 
Considérons,  par  exemple,  la  seconde  loi  :  comment  pourrions- 
nous  mesurer  le  changement  du  mouvement,  si  le  mouvement 
lui-même  produisait  un  changement  dans  nos  instruments  de 
mesure?  Ou  bien,  considérons  la  loi  de  la  gravitation  :  comment 
pourrions-nous  établir  rinverse  du  carré  de  la  distance,  si  nous 
n'étions  pas  à  même  de  mesurer  les  distances  indépendam- 
ment de  la  Dynamique?  La  Dynamique  tout  entière,  en  un 
mot,  dépend  fondamentalement  de  la  mesure,  et  sans  la  possi- 
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bilité  de  mesurer  les  grandeurs  spatiales  indépendamment  de 
la  Dynamique,  aucune  des  grandeurs  de  la  Dynamique  ne 
pourrait  être  mesurée.  Le  temps,  la  force  et  la  masse  se  me- 
surent tous  par  des  corrélatifs  spatiaux;  ces  corrélatifs  sont 
donnés,  pour  le  temps,  par  la  première  loi;  pour  la  force  et  la 
masse,  par  la  seconde  et  la  troisième  (').  Il  est  vrai  qu'alors 
un  élément  einpiri(juc  aj)paraît  inévitablement  dans  toute 
mesure  réelle,  attendu  (jue  nous  ne  pouvons  savoir  (jue  par 
expérience  (ju'une  portion  donnée  de  matière  conserve  sa  forme 
pendant  son  mouvement,  qui  implique  nécessairement  le  chan- 
gement de  ses  relations  dynamiques  avec  le  reste  de  la  matière  ; 
mais  pour  la  Ciéométrie,  (|ui  considère  la  matière  sim[)leinent 
comme  le  moyen  indispensable  pour  rompre  riiomogénéité  de 
l'espace  et  comme  le  terme  nécessaire  des  relations  spatiales, 
et  non  comme  le  support  de  forces  qui  changent  la  configu- 
ration d'autres  systèmes  matériels;  pour  la  Géométrie,  dis-je, 
qui  traite  de  l'espace  et  n'est  amenée  quepar  un  argument  phi- 

(  '  )  ^oici,  d'après  Newlon,  les  trois  lois  du  inouvemeiit  : 

1°  Tout  corps  persévère  dans  son  état  de  repos  ou  de  mouvement  rectilignc 
uniforme,  à  moins  qu'il  ne  soit  obligé  de  changer  cet  état  par  des  forces  qui 
lui  sont  appliquées. 

-i."  Le  changement  de  mouvement  est  toujours  proportionnel  à  la  force 
motrice  appliquée,  et  il  se  produit  dans  la  direction  suivant  laquelle  la  force 
est  ap|)liquée. 

3"  A  chaque  action  s'oppose  toujours  une  réaction  égale;  en  d'autres 
termes,  les  actions  réciproques  de  deux  corps  l'un  sur  l'autre  sont  toujours 
égales  et  dirigées  en  sens  contraire. 

La  première  loi  (principe  de  V inertie)  définit  le  corrélatif  spatial  du  temps, 
car  il  constitue  la  définition  du  mouvement  uniforme,  et  permet  de  mesurer 
le  temps  par  l'espace  parcouru  dans  un  tel  mouvement.  La  seconde  (principe 
de  la  proportionnalité  des  forces  aux  accélérations  ou  variations  de  la 
quantité  de  mouvement  mv  d'un  corps)  définit  le  corrélatif  spatial  de  la 
force,  puisqu'il  l'égale  au  produit  de  la  masse  par  l'accélération,  laquelle  est, 
comme  la  vitesse,  une  grandeur  géométrique  dirigée,  un  vecteur.  Kiifin.  la 
troisième  (principe  de  Véf^^alité  de  l'action  et  de  la  réaction)  définit  la 
masse,  car  elle  signifie  au  fond  que  deux,  corps  ont  des  masses  égales  quand 
ils  échangent  des  accélérations  égales,  ou,  plus  généralement,  que  deux  corps 
ont  des  masses  inversement  prt)portionnelles  aux  accélérations  qu'engendre 
leur  action  réciproque.  Cf.  Mach.  die  Mechanik  in  ihrer  IJntivickclung, 
Chap.  II,  n**  o  et  7  (3*  éd.,  Leipzig,  Hrockhaus;  1897  1. 

{\ote  de  M.  L.  Couturat.) 
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losopliiquc  à  admettre  cette  matière  abstraite  et  purement 
cinématique,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  la  rigidité  est  a 
priori,  en  tant  que  les  seuls  changements  dont  elle  a  à  con- 
naître (à  savoir  les  changements  de  simple  position)  sont  inca- 
pables d'afTecter  la  grandeur  des  corps  imaginaires  et  abstraits 
dont  elle  s'occupe.  Pour  employer  une  distinction  scolaslique, 
on  peut  dire  que  la  matière  est  la  causa  esscudi  de  Tespace, 
mais  (|ue  la  (léométrie  est  la  causa  cognosccndi  de  la  Phy- 
sique. Sans  un  système  de  mesures  indépendant  de  la  Physique, 
la  Physi(]ue  elle-même,  qui  suppose  nécessairement  les  résultats 
de  la  mesure,  ne  pourrait  jamais  naître;  mais  lorsque  la  mesure 
est  employée  en  Physique,  elle  perd  quelque  chose  de  sa  certi- 
tude a  priori,  et  acquiert  le  caractère  enq:)irique  et  approxi- 
matif que  comportent  les  déterminations  de  phénomènes 
actuels. 

72,  3*^  Cet  argument  nous  amène  à  la  distinction  établie 
par  Land  enlrc  la  rigidité  physique  et  la  rigidité  géométrique. 
Cette  distinction  peut  s'exprimer  (et  je  crois  qu'elle  est  mieux 
exprimée)  par  la  distinction  des  concepts  de  la  matière  qui 
sont  propres  à  la  Dynamique  et  à  la  Géométrie  respectivement. 
En  Dynamique,  on  considère  la  matière  comme  le  sujet  et  la 
cause  du  mouvement,  comme  exerçant  et  subissant  l'action 
àe  forces.  On  étudie,  par  suite,  les  changements  de  configu- 
ration spatiale  dont  les  systèmes  matériels  sont  susceptibles  : 
l'objet  propre  de  toute  la  Dynamique  est  la  description  et 
l'explication  de  ces  changements.  Mais  pour  qu'une  telle  science 
puisse  exister,  il  est  évidemment  nécessaire  que  la  configura- 
tion spatiale  soit  déjà  mesurable.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  le 
mouvement,  l'accélération  et  la  force  resteraient  parfaitement 
indéterminés.  La  mesure  doit  donc  déjà  exister  avant  que  la 
Dynamique  devienne  possible  :  faire  dépendre  la  possibilité  de 
la  mesure  des  lois  du  mouvement  ou  de  l'une  quelconque  de 
leurs  conséquences  est  un  grossier  uo-TEpov  -poTEpc/v  (').  -Séan- 


('j  C'est-à-dire  un  renversement  complet  dans  l'ordre  des  idées. 

(Note  de  M.  Coût  ara  t.) 
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moins,  comme  nous  l'avons  vu,  cjuclquc  espèce  de  matière  est 
nécessaire  à  la  mesure  spatiale.  Mais  cette  matière  géométrique 
est  une  matière  plus  abstraite  et  tout  autre  (jue  celle  de  la 
Dynamique.  Pour  étudier  l'espace  en  lui-même,  on  réduit  les 
propriétés  de  la  matière  au  strict  minimum  :  on  élimine  entiè- 
rement la  catégori<'  de  causalité,  si  essenlielle  à  la  Dynamique, 
et  on  ne  conserve  à  cette  matière  rien  de  plus  (jue  ses  attributs 
spatiaux  (^^').  L'espèce  de  rigidité  (pi'on  affirme  de  cette  matière 
abstraite  (^hujuelle  suftit  pour  la  théorie  de  notre  science,  mais 
non  ]K)ur  son  application  aux  objets  de  la  vie  journalière)  est 
purement  géomélri(|ue,  et  iraflirme  rien  de  plus  (|ue  ceci  : 
Puisque  notre  matière  est  dépourvue,  par  hypothèse,  de  pro- 
])nétés  causales,  il  ne  reste  rien,  dans  le  pur  espace  vide,  qui 
soit  capable  de  changer  la  configuration  d'un  système  géomé- 
trique. Gela  veut  dire  qu'un  changement  de  position  absolue 
n'est  rien  :  en  conséquence,  le  seul  changement  réel  impliqué 
dans  le  mouvement  d'un  corps  est  un  changement  des  relations 
qui  l'unissent  à  une  autre  matière;  mais  cette  autre  matière  est 
regardée,  pour  les  besoins  de  notre  science,  comme  dépourvue 
de  puissance  causale;  par  suite,  aucun  changement  ne  peut 
arriver,  dans  la  configuration  de  notre  système,  par  le  simple 
effet  d'un  mouvement  à  travers  l'espace  vide.  La  nécessité  d'un 
tel  principe  peut  être  établie  par  une  simple  réduction  à  l'ab- 
surde, de  la  manière  suivante  :  Ln  mouvement  de  translation 
de  rUnivers  tout  entier,  avec  une  direction  et  une  vitesse  con- 
stantes, est  dynamiquement  négligeable;  à  vrai  dire,  philoso- 
phiquement parlant,  ce  n'est  pas  un  mouvement  du  tout,  car  il 
n'inq)lique  aucun  changement  dans  la  condition  ou  les  relations 
mutuelles  des  choses  dans  l'Univers.  Mais  si  l'on  niait  notre  ri- 
gidité géoniétri(jue,  le  changement  du  paramètre  de  l'espace 
pourrait  causer  le  changement  des  formes  de  tous  les  corps  par 
le  simple  changement  de  position  absolue,  ce  qui  est  évidem- 
ment absurde. 

Pour  rendre  tout  à  fait  claire  la  fonction  des  corps  rigides  en 


(')  Cf.  l'opinion  de  Bolyaï,  cilce  par  Eromann,   Axiome,    p.  iC,  cl  aussi 
ibid.,  p.  Co. 
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Géométrie,  supposons  un  géomètre  liquide  dans  un  monde  li- 
quide. lVous  ne  pouvons  pas  supposer  le  liquide  parfaitement 
homogène  et  non  dilîérencié,  d'abord  parce  qu'un  tel  liquide 
ne  pourrait  se  distinguer  de  l'espace  vide,  et  ensuite  parce  <jue 
le  corps  de  notre  géomètre  (à  moins  qu'il  ne  fût  un  esprit 
désincarné),  constituerait  lui-même  une  diflerencialion  dans  le 
monde.  Nous  pouvons  donc  imaginer 

«   Dim  beams, 
Which  amid  the  slreams 
Wcave  a  network  of  coloured  light  ('),  » 

et  nous  pouvons  supposer  que  ce  réseau  fournisse  une  occasion 
aux  réflexions  de  notre  géomètre.  11  sera  alors  à  même  d'ima- 
giner un  réseau  formé  de  lignes  droites,  circulaires,  parabo- 
liques ou  de  toute  autre  forme,  et  il  pourra  inférer  que  si  un  tel 
réseau  peut  être  dessiné  dans  une  région  du  (luide,  il  peut  l'être 
aussi  dans  une  autre.  Gela  formera  une  base  suffisante  pour  ses 
déductions.  La  superposition  qu'il  considère  est  purement 
idéale,  puisque  la  Géométrie  n'a  pas  pour  objet  l'égalité  réelle, 
mais  seulement  les  conditions  formelles  de  l'égalité;  et  elle 
n'est  nullement  afTeclée  par  l'impossibilité  de  solidifier  aucun 
réseau  réel.  Mais,  pour  appliquer  sa  Géométrie  aux  besoins  de 
la  vie,  notre  géomètre  aurait  besoin  de  quelque  étalon  de  com- 
paraison entre  les  réseaux  réels,  et  alors,  sans  doute,  il  aurait 
besoin,  soit  d'un  corps  rigide,  soit  de  la  connaissance  des  con- 
ditions dans  lesquelles  se  produisent  des  réseaux  congruents. 
D'ailleurs  ces  conditions,  étant  nécessairement  enqiiriques, 
peuvent  difficilement  être  connues  en  l'absence  d'une  mesure 
antérieure.  Ainsi  l'existence  cVun  corps  rigide  au  moins  paraît 
être  essentielle  à  la  Géométrie  appliquée,  quoiqu'elle  ne  le  soit 
pas  à  la  Géométrie  pure. 

73.  L'utilité  de  noire  matière  géométrique  abstraite,  pour 
la  Dynamique,  est  suffisamment  évidente.  En  effet,  comme  on 


(•)  '(    De  pâles   rayons,  qui,  au   milieu  du  courant,  dessinent  un  réseau   de 
lumière  colorée.  »  Shelley,  Arelhusa.  {Note  du  traducteur.) 
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a,  par  son  moyen,  le  pouvoir  de  déterminer  les  configurations 
des  systèmes  matériels  dans  n'importe  (pielle  partie  de  Tespace, 
et  qu'on  sait  que  des  changements  de  configuration  ne  sont  pas 
dus  au  simple  changement  de  lieu,  on  est  en  mesure  d'attribuer 
ces  changements  à  Taction  d'une  autre  matière,  et  de  former 
ainsi  la  notion  de  force;  ce  (pii  serait  impossible,  si  le  chan- 
gement de  forme  pouvait  être  dû  à  l'espace  vide. 

Ainsi,  pour  conclure,  la  Géométrie  postule,  pour  devenir 
pratiqiu'mcnt  possible,  un  ou  plusieurs  corps  qui  soient,  ou 
rigides  [au  sens  dynamique  (')J,  ou  connus  pour  être  soumis  à 
des  changements  de  forme  définis  suivant  une  loi  déterminée. 
(On  peut  supposer  que  ces  changements  sont  connus  par  les 
lois  de  la  Physique,  qui  ont  été  expérimentalement  établies,  et 
qui  supposent  constamment  la  vérité  de  la  (iéométrie.)  De  tels 
corps  sont  nécessaires  à  la  Géométrie  applicpiée,  mais  seule- 
ment dans  le  sens  où  sont  nécessaires  les  règles  et  les  compas. 
Ils  sont  nécessaires  au  même  titre  que,  pour  dresser  la  Carte  de 
TKtat-Major  anglais  (Ordnancr  Survey),  des  appareils  soignés 
furent  nécessaires  à  la  mesure  de  la  ligne  de  base  dans  la  plaine 
de  Salisbury  (-).  Mais  pour  la  théorie  de  la  Géométrie,  la  ri- 
gidité géométrique  suffit,  et  elle  signifie  seulement  qu'une 
forme  qui  est  possible  dans  une  partie  de  l'espace  est  possible 
dans  n'importe  quelle  autre.  L'élément  empiricpie  qui  apparaît 
dans  la  pratique,  par  suite  de  la  nature  empirique  de  la  rigidité 
physique,  est  comparable  auv  inexactitudes  empiriques  qui 
proviennent  de  ce  qu'on  ne  trouve  dans  le  monde  ni  lignes 
droites,  ni  cercles;  ce  que  personne,  excepté  Stuart  Mill,  n'a 
regardé  comme  rendant  la  Géométrie  elle-même  empirique  ou 


(';  C'est-à-dire  non  déforinables  par  aucune  force,  si  grande  qu'elle  soit. 

(Note  du  traducteur.  ) 

(*)  Ou  sait  que,  pour  faire  le  relevé  géodésique  d'une  contrée,  on  la  re- 
couvre d'un  réseau  de  triangles  dont  on  mesure  tous  les  angles,  et  que,  pour 
pouvoir  en  calculer  tous  les  côtés  par  la  Trigonométrie,  il  suffit  de  mesurer 
sur  le  terrain  un  seul  de  ces  côtés,  qu'on  nomme  la  base  de  la  triangula- 
tion; mais  il  faut  que  cette  ligne  de  base  soit  mesurée  avec  une  extrême 
précision,  la  moindre  erreur  pouvant  se  multiplier  dans  la  suite  des  calculs 
et  en  fausser  tous  les  résultats.  {Note  de  M.  L.  Couturat.) 
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inexacte.  Mais  faire  dépendre  la  possibilité  de  la  Géométrie  de 
rachèvement  de  la  Physique,  c'est  rendre  à  jamais  impossible 
la  Physique,  qui  dépend  d'un  bout  à  l'autre  de  la  mesure.  C'est 
comme  si  Ton  remettait  la  formation  des  nombres  jus(|u'à  ce 
qu'on  ait  compté  les  maisons  de  Piccadilly. 

ERDMANN. 

74.  Il  est  naturel  d'étudier,  à  propos  de  Riemann  et  de 
lielmholtz,  l'Ouvrage  philosophique  que  Benno  Erdmann  a 
consacré  à  leurs  théories  (').  C'est  certainement  le  Livre  le 
plus  important  qui  ait  été  publié  sur  le  sujet,  du  côté  des  phi- 
losophes et,  bien  que,  comme  toute  la  théorie  de  Riemann  et 
de  lielmholtz,  il  soit  inapplicable  à  la  Géométrie  projective, 
il  mérite  encore  une  discussion  très  complète. 

Erdmann  admet  d'un  bout  à  l'autre  les  conclusions  de 
Riemann  et  de  lielmholtz,  excepté  sur  quelques  points  de 
moindre  importance;  et,  comme  on  peut  dès  lors  s'y  attendre, 
ses  opinions  sont  ultra-empiristes.  En  vérité,  sa  log^ique  me 
paraît  (quoique  j'hésite  à  l'affirmer)  incompatible  avec  tout 
autre  système  que  celui  de  Stuart  Mill  :  il  ne  fait  manifeste- 
ment aucune  distinction  entre  le  général  et  l'universel,  et  il 
n'admet,  en  conséquence,  aucun  concept  qui  ne  soit  incarné 
dans  une  série  de  cas  particuliers.  Une  telle  théorie  logique 
vicie,  à  mon  sens,  la  plus  grande  partie  de  son  œuvre,  comme 
elle  a  vicié  la  philosophie  de  Riemann  (-).  Cette  critique  géné- 
rale trouvera  d'abondantes  illustrations  au  cours  de  notre 
exposé  des  opinions  d'Erdmann. 

75.  Après  une  introduction  générale  et  une  histoire  som- 
maire du  développement  de  la  Métagéométrie,  Erdmann  se 


(')  Les  axiomes  de  la  Géométrie  :  Recherche  philosophique  sur  la 
théorie  de  l'espace  de  Riemann  et  de  lielmholtz,  Leipzig;  1877. 

{-)  Sur  l'influence  de  Sluarl  Mil!,  cf.  Stallo,  La  Matière  et  la  Phy- 
sique moderne,  Ghap.  XIII,  p.  168  et  suiv.,  1"  édition;  1891.  Bibliothèque 
scientifique  internationale,  Alcan,  t.  XLII. 
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met,  dans  son  second  Cliapilre,  à  étudier  quels  sont  les  axiomes 
de  la  Géométrie  euclidienne.  Il  laisse  de  côté  les  soi-disant 
axiomes  arithmétinues,  comme  s'appliquant  à  la  j^^randeur  en 
j;énéral;  ce  que  nous  cherchons  ici,  dit-il,  c'est  une  définition 
de  l'espace,  pour  la(juelle  les  axiomes  ^^éométricpies  sont  les 
seuls  qui  importent.  Mais  une  définition  de  l'espace,  dit-il  (à  la 
suite  de  Uiemann),  postule  un  genre  dont  l'espace  soit  une 
espèce,  et  ne  peut  être  fournie  que  par  les  Malhématirpies  ana- 
lytiques, puis(jue  notre  espace  est  psychoIoj;iquement  unique 
(p.  36).  Or  les  formes  spatiales  qu'étudie  la  Géométrie  sont 
des  grandeurs,  et  les  notions  de  grandeur  sont  partout  em- 
ployées en  Géométrie.  Mais,  avant  Riemann,  on  ne  pouvait 
citer  comme  grandeurs  que  des  déterminations  particulières  de 
l'espace,  et  l'on  ne  pouvait,  par  suite,  obtenir  la  définition 
désirée.  Maintenant,  au  contraire,  nous  pouvons  suhsumer 
l'espace,  considéré  comme  un  tout,  sous  un  concept  général  de 
grandeur,  et  obtenir  ainsi,  à  côté  de  l'intuition  de  l'espace  et  du 
concept  de  l'espace,  une  troisième  forme,  à  savoir,  le  concept 
de  l'espace  comme  grandeur  i^G rosse nbe<frijf  tiom  Raum, 
p.  38-39).  La  définition  de  ce  concept  nous  donnera  un  sys- 
tème d'axiomes  complet,  mais  non  surabondant,  tandis  (ju'on 
ne  pouvait  l'obtenir  en  transformant  l'intuition  générale  de 
l'espace  en  un  concept  de  l'espace,  faute  d'une  pluralité  de  cas 
particuliers  (p.  [\o). 

76.  Avant  de  considérer  la  méthode  de  définition  qui  résulte 
de  ces  principes,  il  convient  de  réfléchir  sur  les  théories  qu'im- 
plique cet  exposé  du  concept  de  l'espace  comme  grandeur.  On 
suppose,  en  premier  lieu,  que  les  concepts  ne  peuvent  être 
formés  que  si  l'on  a  une  série  d'objets  sépares  dont  on  puisse 
abstraire  une  propriété  commune;  en  d'autres  termes,  que 
l'universel  est  toujours  le  général.  On  suppose,  en  second  lieu, 
que  toute  définition  consiste  à  classer  une  espèce  dans  un 
genre.  En  troisième  lieu,  on  commet,  si  je  ne  me  trompe,  un 
contre-sens  fondamental  sur  le  concept  de  grandeur,  quand  on 
le  croit  applicable  à  l'espace  considéré  comme  un  tout.  Mais  en 


I06  CHAPITRE   II. 

quatrième  lieu,  lors  même  qu'un  tel  concept  existerait,  il  ne 
pourrait  fournir  aucune  des  propriétés  essentielles  de  Tespace. 
Considérons  successivement  ces  quatre  points. 

77.  Touchant  le  premier  point,  il  faut  observer  que  les  gens 
avaient  certainement  quehjue  idée  de  l'espace  avant  que 
Riemann  n'eût  inventé  la  notion  de  multiplicité,  et  que  cette 
idée  était  assurément  quelque  chose  d'autre  que  les  qualités 
communes  à  tous  les  points,  lignes  ou  figures  de  l'espace.  En 
second  lieu,  si  l'opinion  d'Erdmann  était  vraie,  il  serait  impos- 
sible de  concevoir  Dieu,  si  ce  n'est  à  un  polythéiste,  ou  bien 
l'Univers  (à  moins  que,  comme  Leibnit/,  on  n'imagine  une 
série  de  mondes  possibles  phicés  en  face  de  Dieu,  et  dont  aucun, 
par  suite,  n'est  un  véritable  univers),  ou  encore,  pour  prendre 
un  exemple  plus  approprié  à  un  empiriste,  le  centre  de  gravité 
(nécessairement  unique)  de  l'univers  matériel.  En  somme, 
toute  idée  universelle  qui  est  un  lien  ou  une  unité  entre  des 
choses,  et  non  simplement  une  propriété  commune  à  plusieurs 
objets  indépendants,  devient  impossil)le  dans  la  thèse  d'Erd- 
mann. On  ne  peut  donc  pas,  à  moins  d'adopter  intégralement 
la  philosophie  de  Mill,  regarder  le  concept  de  l'espace  comme 
exigeant  une  série  de  cas  particuliers  sur  lesquels  s'opère 
Tabstraction.  Mais,  lors  même  qu'on  le  pourrait,  les  multipli- 
cités de  Riemann  nous  laisseraient  sans  ressources.  Car  l'es- 
pace euclidien  apparaît  encore  comme  unique,  à  la  fin  de  la 
série  de  ses  déterminations.  On  a  diverses  espèces  de  multipli- 
cités, mais  non  diverses  espèces  d'espace  euclidien.  Ainsi, 
({uand  même  la  théorie  des  concepts  d'Erdmann  serait  correcte, 
elle  ne  conduirait  encore  qu'à  une  recherche-  vaine  quand  il 
s'agit  du  concept  de  l'espace  euclidien. 

78.  En  second  lieu,  la  thèse  que  toute  définition  est  classifi- 
cation est  intimement  liée  à  la  première,  et  toutes  les  deux 
nous  entraînent  dans  les  abîmes  de  la  logique  formelle  scolas- 
tiquc.  Les  mêmes  choses  particulières  qui,  suivant  l'opinion 
d'Erdmann,  ne  peuvent  être  conçues,  se  présentent  maintenant 
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comme  des  choses  qui  no  pciivcHit  être  définies.  Tout  ce  que  nous 
avons  dit  ci-dessus  est  encore  applicable  ici,  et,  par  suite,  ce 
point  n'a  pas  besoin  d'être  plus  lonj,'uement  discuté  { '  ). 

79.  Touchant  le  troisième  point,  savoir  l'impossibilité  d'ap- 
pliquer des  concepts  de  «grandeur  à  l'espace  considéré  comme 
un  tout,  une  arj^umcntalion  plus  étendue  sera  nécessaire,  car 
la  question  qui  se  pose  ici  n'est  rien  moins  que  celle  de  la  nature 
lop:ique  des  jug^ements  de  j^randeur.  De  même  que  nous  avions 
auparavant  trop  d'éléments  de  comparaison  pour  nos  besoins, 
nous  en  avons  maintenant  trop  peu.  Je  vais  essayer  d'explicjuer 
ce  point,  qui  est  d'une  grande  importance,  et  qui,  je  crois,  est 
le  principe  de  la  plupart  des  paralogismes  philosophiques  de 
Técolc  de  Uiemann. 

L  n  jug-ement  de  grandeur  est  toujours  un  jugement  de  com- 
paraison, et,  qui  plus  est,  cette  comparaison  ne  porte  jamais 
sur  la  qualité,  mais  seulement  sur  la  quantité.  Dans  le  juge- 
ment de  grandeur,  la  qualité  est  supposée  identique,  dans 
l'objet  dont  on  mesure  la  grandeur,  et  dans  l'unité  à  laquelle 
on  le  compare.  Mais  la  qualité  est  toujours  présente,  excepté 
dans  le  nombre  pur,  et  dans  la  grandeur  pure  telle  que  la  traite 
r Analyse;  elle  est  en  partie  absorbée  dans  la  grandeur,  et  en 
j)arlie  négligée  par  le  jugement  de  la  grandeur.  Comme  dit 
liosanquet  (-  )  :  «  La  comparaison  quantitative  n'est  pas/)/7//^rt 
facie  coordonnée  avec  la  comparaison  qualitative;  elle  lui  suc- 
cède plutôt,  comme  \^cj[fel  de  la  comparaison  portant  sur  la 
qualitr ,  laquelle,  en  tant  que  conq)aral)le,  daient  quantité , 
et,  en  tant  qu'incomparable,  fournit  la  distinction  des  parties 
essentielles  au  tout  quantitatif.  »  Ainsi,  si  l'on  veut  regarder 
l'espace  comme  une  grandeur,  il  faut  être  à  même  de  citer 
toutes  les  séries  de  cas  particuliers  dont  parle  Erdmann,  et 
(pii  ont  paru  n'avoir  rien  à  faire  avec  le  concept  de  l'espace. 


(')  Cette  opinion  semble  provenir  de  Ilerbart,  par  l'intermédiaire  de 
Riemann.  Voir  sa  Psychologie  comme  Science,  édit.  Hartenstcin,  t.  V, 
p.  26*. 

(*)  Logic,  t.  I,  p.  124  (les  italiques  sont  dans  l'original). 
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Mais  il  reste  à  prouver  que  la  comparaison  que  Ton  peut  établir 
entre  divers  espaces  est  susceptible  d'être  exprimée  sous  une 
forme  quantitative.  11  semblerait  plutôt  que  la  dilTérence  de 
qualité  est  de  nature  à  exclure  la  comparaison  quantitative 
entre  des  espaces  difTérents  et,  par  conséquent,  à  exclure  aussi 
lout  ju<i^ement  de  «^^randeur  portant  sur  Fespace  conçu  comme 
un  tout.  Ici,  on  peut  croire  qu'il  faille  faire  exception  pour  les 
espaces  non-euclidiens,  dont  les  constantes  spatiales  oflVent 
une  grandeur  définie,  inbérente  à  l'espace  conçu  comme  un 
lout,  et  par  suite,  semble-t-il,  caractérisant  l'espace  comme 
une  grandeur.  Mais  c'est  là  une  erreur.  Car,  dans  ces  espaces, 
la  constante  spatiale  est  l'unité  ultime,  le  terme  fixe  de  toute 
comparaison  quantitative;  elle  est  donc  elle-même,  en  tant 
fju'on  la  compare  à  d'autres  constantes  spatiales,  privée  de 
grandeur,  puisqu'il  n'y  a  aucune  grandeur  donnée  indépen- 
damment à  laquelle  on  puisse  l'a  comparer.  La  constante  spa- 
tiale, il  est  vrai,  est  une  grandeur,  en  tant  que  comparée  à  des 
grandeurs  empiriquement  données  dans  un  espace  actuel;  si 
notre  espace  est  non-euclidien,  nous  pouvons,  par  exemple, 
comparer  la  constante  spatiale  avec  le  diamètre  de  l'orbite 
terrestre.  La  constante  spatiale,  mesurée  par  cette  compa- 
raison, peut  avoir  une  certaine  grandeur.  Mais  c'est  seulement 
par  rapport  aux  grandeurs  contenues  dans  son  propre  espace 
que  la  constante  spatiale  a  une  grandeur,  et  non  pas  par  rapport 
à  d'autres  constantes  spatiales.  On  n'a  donc  pas  une  série  de 
constantes  spatiales  plus  grandes  et  plus  petites,  puis(|ue  diffé- 
rentes constantes  spatiales  appartiennent  à  différents  espaces, 
dont  un  seul  peut  être  actuel  et  dont  on  ne  peut,  par  suite, 
comparer  deux.  Un  monde  non-euclidien,  où  la  constante  spa- 
tiale et  toutes  les  lignes  et  figures  seraient  subitement  majorées 
dans  un  rapport  constant,  ne  cbangerait  pas  du  tout;  les 
lignes,  étant  mesurées  par  rapport  à  la  constante  spatiale, 
auraient  la  même  grandeur  qu'auparavant,  et  la  constante 
spatiale  elle-même,  n'ayant  en  dehors  d'elle  aucun  étalon  de 
comparaison,  serait  privée  de  grandeur,  en  tant  qu'une  entre 
plusieurs  constantes  spatiales.  En  d'autres  termes,  une  telle 
majoration  d'un  monde  non-euclidien  est  un  non-sens;  et  cela 
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prouve  que  la  notion  de  g:randcur  est  inapplicable  à  l'espace 
considéré  comme  un  tout. 

On  pourrait  ol^jocler  que  cela  prouve  seulement  Tabsence  de 
ditTérence  quantitative  cnlre  les  dilïV'ients  espaces  de  constante 
spatiale  positive,  ou  entre  ceux  de  constante  spatiale  négative: 
mais  la  dilTérence  quantitative  subsiste,  pourrait-on  dire,  entre 
les  espaces  de  courbure  [)ositive  en  général  et  ceu\  de  courbure 
négative  en  général,  ou  rnlre  ces  deux  classes  d'espaces  et  l'es- 
pace euclidien.  C'est  ce  que  je  nie  absolument.  Dans  les  trois 
genres  d'espaces,  il  n'v  a  pas  d'unité  qualitativement  sem- 
blable qui  permette  d'ellectuer  la  comparaison  quantitative. 
Les  lignes  droites  d'un  espace  ne  peuvent  pas  être  placées  dans 
un  autre;  les  deux  lignes  droites  dont  le  produit  est  l'in- 
verse de  la  courbure,  dans  un  espace,  n'ont  pas  de  courbes 
correspondantes  dans  l'autre  espace,  et  partant  les  courbures 
respectives  ne  peuvent  pas  être  quantitativement  comparées 
l'une  avec  l'autre.  Qu'on  puisse  regarder  l'une  comme  positive 
et  l'autre  comme  négative,  je  l'admets,  mais  leurs  valeurs  sont 
indéterminées,  et  les  unités,  dans  les  deux  cas,  sont  qualitati- 
vement différentes.  Une  dette  de  3oo  livres  peut  être  repré- 
sentée comme  un  avoir  de  —  3oo  livres,  et  la  bauteur  de  la 
tour  Eiffel  est  de  -h  3oo  mètres;  mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  les 
deux  sont  quantitativement  comparables.  Il  en  est  de  même  des 
constantes  spatiales  :  la  constante  spatiale  est  elle-même  l'unité 
pour  les  grandeurs  de  son  propre  espace,  et  elle  diffère  qualita- 
tivement de  la  constante  spatiale  de  toute  autre  sorte  d'espace. 

Pour  passer  à  un  argument  plus  pliilosopbique,  nous  pou- 
vons dire  encore  que  deux  espaces  différents  ne  peuvent  pas 
coexister  dans  le  même  monde;  on  peut  être  incapable  de 
décider  entre  les  alternatives  de  la  disjonction,  mais  elles  n'en 
restent  pas  moins  des  alternatives  absolument  incompatibles. 
On  ne  peut  donc  pas  obtenir  cette  coexistence  de  deux  espaces 
qui  est  essentielle  à  la  comparaison.  En  fait,  il  semble  (|ue, 
dans  son  admiration  pour  Kieinann  et  llelmholtz,  l']rdmann 
ait  cédé  à  leur  pencbant  matbématique,  était  admis  (^  comme 
les  mathématiciens  tendent  naturellement  à  le  faire)  que  la 
grandeur  est  partout  et  toujours  applicable  et  adéquate,  et 
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qu'elle  comporte  quelque  chose  de  plus  que  la  simple  compa- 
raison de  choses  dont  les  qualités  sont  déjà  connues  comme 
scmhlables  ('). 

A  ce  propos  (-),  il  est  bon  d'appeler  l'attention  sur  une 
erreur  qui,  quoique  non  commise  par  Erdmann,  a  une  étroite 
affinité  avec  l'erreur  que  nous  discutons  ici.  On  a  souvent 
admis  que  la  surface  d'une  sphère  est  réellement  un  plan  dans 
un  espace  sphérique,  ou  qu'un  g-rand  cercle  est  une  ligne  droite 
sphérique  (').  Pareillement,  on  admet  qu'un  espace  sphérique 
à  trois  dimensions  doit  être  contenu  dans  un  espace  euclidien  à 
({ualre  dimensions.  Toutes  ces  opinions  sont  complètement 
fausses.  Un  espace  ne  peut  pas  être  contenu  dans  un  autre 
espace;  il  est  nécessairement  complet  en  soi.  Quel  que  soit  le 
nombre  de  dimensions  qu'il  possède,  il  est  euclidien  ou  non- 
euclidien.  S'il  est  euclidien,  on  peut  y  trouver  des  figures  de 
(//  —  i)  dimensions  {n  étant  le  nombre  des  dimensions  de  cet 
espace),  ayant  des  propriétés  et  des  formules  semblables  à 
celles  d'un  espace  non-euclidien.  De  la  même  manière,  s'il  est 
non-euclidien,  on  peut  y  tracer  des  figures  de  (/t  —  i)  dimen- 
sions ayant  des  propriétés  et  des  formules  analogues  à  celles  de 
l'espace  euclidien  (').  Mais,  pas  plus  dans  un  cas  que  dans 
l'autre,  de  telles  figures  ne  doivent  être  appelées  espaces  non- 
euclidiens  ou  euclidiens.  Car  un  espace  doit,  par  essence,  tout 
embrasser,  et  deux  espaces  ne  peuvent  coexister.  Dans  un 
espace  aucune  figure  ne  doit  elle-même  être  appelée  un  espace, 


(')  La  même  irréductibilité  de  l'espace  à  la  pure  quantité  est  prouvée 
par  les  exemples,  cités  par  Kant,  des  deux  mains  et  des  triangles  splié- 
riques  symétriques,  dans  lesquels  subsiste  une  dillérence,  malgré  leur  com- 
plète égalité  quantitative. 

(2)  Tout  ce  passage,  jusqu'à  la  fin  du  paragraphe,  a  été  ajouté  par 
l'auteur. 

(^j  Cf.  un  article  de  M.  Lechalas,  dans  les  Annales  de  la  Société  scien- 
tifique de  Bruxelles^  t.  XX  (iSgG),  intitulé  :  Identité  des  plans  de  Rieniann 
et  des  sphères  d'E iiclide,   avec  une  réponse  de  M.  Mansion. 

{'> }  Cf.  un  article  de  M.  A.-N.  VViiiteiiead,  dans  les  Proceedings  of  tlie 
London  mathematical  Society,  t.  XXIX  (1898),  intitulé  :  l'he  géodésie 
Geometry  of  surfaces  in  non-euclidean  Space  {Géométrie  géodésique 
des  surfaces  dans  un  espace  non-euclidien). 
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et  une  telle  fî^^ure,  mal<i;ré  Iti  similitude  matliéinalique  et  sym- 
bolique, difîère  complètement  d'un  espace  subsistant  en  soi  qui 
a  des  formules  semblables.  Les  systèmes  euclidien  et  non-eucli- 
diens sont  rigoureusement  exclusifs  l'un  de  l'autre  :  si  l'un  est 
vrai,  l'autre  est  faux,  et  ?vVv'  iwrsa.  C'est  donc  une  erreur  fon- 
damentale que  de  reg;arder  les  espaces  non-euclidiens  à  trois 
dimensions  comme  des  ii^ures  d'un  espace  euclidien  à  plus 
de  dimensions  ('  ),  ou  d'admettre  que  deux  points  dans  un  seul 
et  même  espace  peuvent  avoir  deux  distances  dilTèrentes,  l'une 
mesurée  par  la  droite  euclidienne  et  l'autre  par  une  droite  non- 
euclidienne.  Cette  erreur  est  tellement  fréquente  et  si  contraire 
au  véritable  sens  des  idées  non-euclidiennes,  qu'on  ne  saurait 
prénmnir  contre  elle  avec  trop  d'insistance. 

80.  Cela  nous  amène  au  quatrième  et  dernier  des  points  pré- 
cédemment énumérés,  à  savoir  que,  même  si  l'espace  pouvait 
être  à  bon  droit  regardé  comme  une  grandeur,  cette  manière 
de  l'envisager  devrait  faire  entièrement  négliger  les  qualités 
de  l'espace,  et  que,  par  conséquent,  on  ne  pourrait  obtenir,  par 
celte  métiiode,  aucune  de  ses  propriétés  importantes  ou  essen- 
tielles. En  effet,  regarder  l'espace  comme  une  grandeur  sup- 
pose, nous  l'avons  vu,  qu'on  le  compare  avec  quelque  chose 
qui  est  qualitativement  semblable,  et  qu'on  fait  abstraction  des 
qualités  semblables.  Une  telle  comparaison  a  élé  instituée, 
jus(ju'à  un  certain  point  et  à  l'aide  de  certains  arguments  dou- 
teux, par  Riemann  et  Erdmann;  mais  en  l'instituant,  ils  ont 
constamment  négligé  les  qualités  communes  dont  dépend  sa 
possibilité.  Or  celles-ci  sont  précisément  les  propriétés  fonda- 
mentales de  l'espace,  celles  dont  découlent  a  priori,  les  axiomes 
communs  à  Euclide  et  à  la  Métagéométrie,  ainsi  que  j'essaierai 
de  le  prouver  dans  le  Chapitre  III.  Tels  sont  les  dangers  de  la 
tendance  des  mathématiciens  à  tout  réduire  à  la  quantité. 

81.  Après  avoir  protesté  contre  les  postulats  initiaux  de  la 


(')  Comme,  par  exemple,  dans  le  litre  de  l'article  de  ^e^^l•olllb  dans  le 
Joiirnal  de  CreUe,  t.  83.   Voir  p.  ii,  note  1. 
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déduction  de  Fespace  d'Erdmann,  considérons  la  manière  dont 
s'efTeclue  cette  déduction.  Il  y  aura  ici  moins  de  place  à  la  cri- 
tique, car  cette  déduction,  une  fois  données  ses  prémisses,  est 
aussi  valable,  je  crois,  que  peut  l'être  une  telle  déduction.  Pour 
délinir  l'espace  comme  une  ^a^andeur,  dit-il,  parlons  de  ses 
deux  propriétés  les  plus  manifestes,  la  continuité  et  les  trois 
dimensions.  Les  sons  et  les  couleurs  offrent  d'autres  exemples 
de  multiplicités  (]ui  possèdent  ces  deux  propriétés;  mais  celles- 
ci  diffèrent  de  l'espace  en  ce  que  leurs  dimensions  ne  sont  pas 
homogènes  et  permutables.  Pour  désigner  cette  différence, 
Erdmann  introduit  deux  termes  assez  commodes  :  dans  le  cas 
général,  il  dit  que  la  multiplicité  est  njois  délerminée  (^n-bes- 
timmt)\  dans  le  cas  où  les  dimensions  sont  homogènes,  comme 
dans  l'espace,  il  dit  que  la  multiplicité  est  il  fois  étendue 
(^n-ausgedehni).  Il  appelle  les  multiplicités  de  cette  dernière 
espèce  des  étendues  (AusgedehntJieiten).  Il  ne  paraît  pas  aper- 
cevoir que  la  diderence  des  deux  espèces  est  une  dilTércnce  de 
qualité,  et  non  de  quantité;  il  méconnaît  également  le  fait  que, 
dans  la  seconde  espèce,  d'après  sa  définition  même,  l'axiome  de 
congruence  est  nécessairement  valable,  en  raison  de  la  similitude 
qualitative  des  différentes  parties.  Néanmoins,  il  définit  l'espace 
comme  une  étendue,  et  il  regarde  alors  la  congruence  comme 
empirique,  et  comme  pouvant  être  fausse  dans  l'infîniment 
petit.  Cela  est  d'autant  plus  étrange,  qu'il  prouve  réellement 
(p.  5o)  que  la  mesure  n'est  possible,  dans  une  étendue,  que  si 
les  parties  sont  indépendantes  de  leur  place,  et  peuvent  être 
transportées  sans  déformation  pour  servir  de  mesure.  Malgré 
cela,  il  se  met  immédiatement  à  discuter  si  la  courbure  est  cons- 
tante ou  variable,  sans  rechercher  comment,  dans  ce  dernier 
cas,  la  Géométrie  pourrait  exister.  Nous  ne  pouvons  pas  savoir, 
dit-il,  par  la  superposition  géométrique,  si  les  corps  géomé- 
triques sont  indépendants  du  lieu,  car  si  leurs  dimensions 
étaient  altérées  par  le  mouvement  suivant  une  loi  déterminée, 
deux  corps  qui  peuvent  être  superposés  dans  un  lieu  pourraient 
l'être  dans  n'importe  quel  autre.  Il  ne  s'aperçoit  nulle  part 
qu'une  telle  hypothèse  implique  la  position  absolue  et  la  néga- 
tion de  la  similitude  qualitative  de  toutes  les  parties  de  l'espace. 
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qu'il  déclare  (p.  i-i)  être  le  principe  de  sa  théorie  de  la  Gco- 
mélrie.  Mais,  qui  plus  est,  sa  conception  de  la  j;^randeur  comme 
quelque  chose  d'absolu,  indépendant  de  la  comparaison,  Ta 
empêché  dé  voir  qu'une  telle  hypothèse  est  ahsurde.  Il  dit  lui- 
même  que,  même  dans  cette  hypothèse,  un  corps  ^^éométricpie 
peut  être  défini  comme  un  corps  dont  les  points  conservent 
entre  eux  des  dislances  constantes,  car,  puiscpie  nous  n'avons 
aucune  mesure  absolue,  la  mesure  ne  peut  pas  nous  révéler  le 
chanc^ement  de  t,^randeur  absolue  (p.  ()o).  Mais  n'est-ce  pas  là 
une  réduction  à  l'absurde?  Car  la  grandeur  n'est  rien  en  dehors 
de  la  comparaison,  et  ici,  de  son  propre  aveu,  la  comparaison 
ne  peut  s'elfectuer  que  par  superposition;  si  donc,  comme  dans 
l'hypothèse  précédente,  la  superposition  donne  toujours  le 
même  résultat,  quel  que  soit  le  mouvement  qui  la  réalise,  c'est 
un  non-sens  de  parler  de  grandeurs  qui  ne  seraient  plus  égales 
lorsqu'elles  sont  séparées  :  une  grandeur  absolue  est  une  absur- 
dité, et  la  grandeur  qui  résulte  de  la  comparaison  ne  diiTère 
pas  de  celle  qu'on  obtiendrait  si  les  dimensions  des  corps  ne 
changeaient  pas  pendant  le  mouvement.  Donc,  puisque  la  gran- 
deur n'est  intelligible  que  comme  résultat  d'une  comparaison, 
les  dimensions  des  corps  restent  invariables  dans  le  mouvement, 
et  l'hvpothèse  en  question  est  inadmissible.  J'aurai  à  revenir 
sur  ce  sujet  dans  le  Chapitre  111  ('). 

82.  Au  surplus,  Erdmann  n'a  pas  émis  cette  hypothèse  pour 
elle-même,  mais  seulement  pour  introduire  la  Mécanique,  ce 
deus  ex  machina  de  Helmholtz.  Car  la  Mécanique,  dit 
Erdmann  avec  assurance,  prouve  que  la  rigidité  doit  valoir, 
non  seulement  pour  les  rapports  de  grandeur,  au  sens  géomé- 
trique défini  ci-dessus,  mais  pour  les  grandeurs  absolues 
(p.  62).  C'est  ainsi  qu'on  obtient  enfin  la  vraie  congruence, 
qui  est  empirique  comme  la  Mécanique,  et  qu'on  ne  peut 
prouver  sans  le  secours  de  la  Mécanique.  J'ai  déjà  critiqué 
l'opinion  de  Helmholtz  selon  laquelle  la  Géométrie  dépend  de  la 
Mécanique;  je  n'ai  donc  pas  besoin  ici  d'en  parler  longuement. 


(  '  )    Voir  §§  146- U7. 
R. 
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Il  est  regrettable  qu'Erdmann  n'ait  en  aucune  façon  spécifié  le 
procédé  par  lequel  la  Mécanique  peut  décider  entre  les  alter- 
natives ^géométriques;  au  fond,  il  semble  s'en  rapportera  Vipse 
dixll  de  Ilelmholtz.  Si  la  Géométrie  était  tout  à  fait  incapable 
de  découvrir  un  chanj^ement  de  dimensions  de  rcspècc  in- 
diquée, comment  les  lois  du  mouvement,  qui  dépendent  entiè- 
rement de  la  mesure,  seraient-elles  capables  de  le  découvrir, 
s'il  existe?  C'est  ce  que  je  ne  réussis  pas  à  comprendre.  Le 
mouvement  rectiligne  uniforme,  par  exemple,  présuppose  la 
mesure  géométrique;  si  cette  mesure  est  erronée,  ce  que  la  Mé- 
canique croira  être  un  mouvement  uniforme  n'en  sera  pas  réel- 
lement un,  mais  la  Mécanique  ne  pourra  jamais  découvrir  la 
différence.  Si  encore  on  considérait  les  lois  du  mouvement 
comme  a  priori,  la  (iéométric  aurait  pu  être  confirmée  par 
elles;  mais  tant  que  ces  lois  sont  empiriques,  elles  présupposent 
la  mesure  géométrique,  et  ne  peuvent  par  suite  ni  les  condi- 
tionner, ni  les  affecter. 

lu"dmann  conclut,  dans  le  second  Chapitre,  que  la  con- 
gruence  est  probable,  mais  ne  peut  pas  être  vérifiée  dans  l'infi- 
niment  petit;  que  la  vérité  de  ce  principe  implique  l'existence 
réelle  de  corps  rigides  (bien  que,  soit  dit  en  passant,  nous  sa- 
chions que  de  tels  corps  n'existent  pas,  rigoureusement  par- 
lant), que  les  corps  rigides  peuvent  se  mouvoir  librement  et 
ne  changent  pas  de  grandeur  par  la  rotation  {Monodromie  de 
Helmholtz);  que  l'axiome  des  trois  dimensions  est  certain, 
puisque  de  petites  erreurs  sur  ce  nombre  sont  impossibles;  et 
que  les  autres  axiomes  d'Euclide  (ceux  de  la  ligne  droite  et 
des  parallèles)  sont  vrais,  approximativement  sinon  exacte- 
ment, de  notre  espace  actuel  (p.  78,  83).  Il  n'examine  pas 
comment,  dans  cette  opinion,  la  congruence  est  compatible 
avec  la  théorie  atomique,  ou  même  avec  les  déformations  ob- 
servées des  corps  approximativement  rigides;  ni  comment,  si 
l'espace  est  homogène,  comme  il  l'admet,  les  corps  rigides 
pourraient  ne  pas  se  mouvoir  librement  dans  l'espace.  Tous  les 
axiomes,  pris  en  bloc,  sont  déclarés  empiriques,  et  l'on  voit, 
dans  les  Chapitres  suivants,  qu'Erdmann  regarde  leur  nature 
empirique  comme  suffisamment  prouvée  par  le  fait  qu'ils  sont 
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applicables  à  une  matière  empirique  (cf.  p.  i,^(),  i65), 
étrange  critérium  qui  prouverait  la  même  conclusion,  avec 
une  égale  facilité,  à  légard  de  rArithméti(|ue  et  des  lois  de  la 
pensée. 

83.  Le  troisième  C-hapitre,  touchant  les  conséquenees  j)liilo- 
sophiques  de  la  Métagéométrie,  n'a  pas  besoin  d'être  discuté 
tout  au  long,  puisqu'il  traite  plutôt  de  l'espace  que  de  la  (jéo- 
métric.  Va\  revanche,  il  vaut  la  peine  d'examiner  brièvement 
le  critérium  de  l'apriorité  d'l''rdinann.  Il  est  très  difficile  de 
découvrir  sa  pensée  sur  ce  point,  car  elle  semble  varier  avec  le 
sujet  qu'il  discute.  Ainsi,  h.  un  endroit  (p.  147)5  il  rejette  très 
énergiquement  la  connexion  établie  par  Kant  entre  Va  priori 
et  le  subjectif  (' ),  et  pourtant,  en  un  autre  endroit  (p.  f)G),  il 
regarde  toute  représentation  des  choses  extérieures  comme  en 
partie  a  priori  et  en  partie  empirique,  simplement  parce 
qu'une  telle  représentation  est  due  à  une  action  réciproque 
entre  nous  et  les  choses,  et  est,  par  suite,  due  en  partie  à  l'acti- 
vité sul)jective,  et  en  partie  aux  objets  extérieurs.  Ainsi,  dit-il, 
la  distinction  n'est  pas  entre  dillerentes  représentations,  mais 
entre  dillerentes  faces  d'une  seule  et  même  représentation.  Il 
semble  ici  revenir  tout  à  fait  au  critérium  psychologique  de  la 
sui)jectivité,  admis  par  Kant,  avec  ce  désavantage  en  plus  (pi'il 
ruine  la  valeur  de  celte  distinction,  comme  de  celle  de  l'analy- 
tique et  du  synthétique,  au  point  de  vue  épistémologique.  Kt 
pourtant  il  n'hésite  jamais  à  proclamer  empirique,  tour  à  tour, 
tous  les  éléments  de  la  connaissance  En  fait,  il  semble  (pu% 
partout  où  il  mancpie  d'un  critérium  plus  logique,  il  adopte 
une  modification  du  critérium  de  Ilelmholtz  relatif  aux  sensa- 
tions. Si  l'espace  est  une  forme  a  priori,  dit-il,  aucune  expé- 
rience ne  doit  pouvoir  le  changer  (p.  108);  mais  la  Métagéo- 
métrie  a  prouvé  (ju'il  n'en  est  [)as  ainsi,  puisque  nous  pouvons 
avoir  l'intuition  des  percej)tions  ([ue  nous  donnerait   l'espace 


(')  «  Toute  lenlalivt'  |)<iiir  inaiiili-iiir  la  iloclriiic  il.-  K.itil,  <|iii  considère 
l'aprioril»'  coiiiine  le  fadeur  Miiijt-clif  Je  la  coiuiaii«-aiicc.  ait^oliiiiicnt  in<li'- 
pendant  df  toute  expérience,  est  donc  d'avance  condamnée  à  écliouer.  » 
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non-euclidien  (p.  ii5).  J'ai  critique  cet  argument  en  discutant 
Hehnliollz;  pour  le  moment,  ils'ag;it  du  critérium  de  l'apriorité 
d'Erdmann.  Le  critérium  de  la  subjectivité  [quoiqu'il  l'em- 
ploie certainement  en  discutant  l'apriorité  de  l'espace,  et  dé- 
cide solennellement,  par  son  moyen,  que  l'espace  est  à  la  fois 
«/j/'/o/'i  et  empirique,  attendu  qu'un  clian<^ement,  soit  en  nous, 
soit  dans  le  monde  extérieur  pourrait  Taltérer  (p.  9^)]  sem- 
blerait, comme  plusieurs  de  ses  autres  critères,  être  un  lapsus 
de  sa  part  :  le  critérium  qu'il  ])rétend  employer  est  celui  de 
lielmlioltz.  Ce  critérium  pourrait,  je  crois,  être  accepté  avec 
un  lé|^er  chanj^ement  d'énoncé;  il  me  paraît  être  une  condi- 
tion nécessaire,  mais  non  suffisante.  L'<2  priori,  dirions-nous, 
n'est  pas  seulement  ce  qu'aucune  expérience  ne  peut  changer, 
mais  ce  sans  quoi  l'expérience  serait  impossible.  D'avoir  omis 
de  discuter  les  conditions  qui  rendent  l'expérience  géométrique 
(et  mécanique)  possible,  c'est  là  ce  qui  vicie,  à  mon  avis,  les 
conclusions  empiristcs  de  Helmbollz  et  d'Erdmann.  Pourquoi 
certaines   conditions   doivent   être   nécessaires   à   Texpérience 
(soit  en  raison  de  la  constitution  de  l'esprit,  soit  pour  quelque 
autre  raison),  c'est  là  une  autre  question,  où  s'introduit  la  rela- 
tion entre  Va  priori  QiXa  subjectif.  Mais  en  discutant  la  ques- 
tion de  savoir  quelle  connaissance  est  a  priori,  par  opposition  à 
la  question  concernant  les  autres  conséquences  de  l'apriorité,  il 
est  bon  de  s'en  tenir  au  critérium  purement  logique  et  de  con- 
server ainsi  notre  indépendance  à  l'égard  des  controverses  psy- 
chologiques. Avec  le  critérium  précédent,  la  conclusion  que 
certains  éléments  de  la  connaissance  sont  a  priori  ne  sera  pas 
infirmée  par  le  fait  (si  c'en  est   un)   que  le  monde  pourrait 
défier  les  tentatives  que  nous  faisons  pour  le  connaître;  car  les 
éléments  a  priori  restent  les  conditions  nécessaires  pour  Texis- 
tence  d'une  connaissance  en  général,  que  le  monde  satisfasse 
ou  non  à  ces  conditions. 

84,  En  prenant  garde  ainsi  au  sens  de  l'apriorité,  on  trou- 
vera, je  pense,  que  les  conclusions  du  Chapitre  final  d'J^^rdmann, 
sur  les  j)rincipes  d'une  théorie  de  la  Géométrie,  sont  invalidées, 
en  grande  partie,  par  la  diversité  et  Tinsuffisance  de  ses  critères 
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de  l'apriorité.  Il  coininencc  par  afiirmcr,  conforinénicnt  à  la 
tendance  quantitative  notée  ci-dessus,  (jut;  la  question  de  la 
nature  des  axiomes  f^(''oniélri([nes  est  tout  à  fait  analoj^ue  à  la 
question  correspondante  dos  l'ondemenls  des  Matliéinati([ues 
pures  (p.  i38).  C'est  là,  je  crois,  une  erreur  radicale  :  car  la 
fonction  des  axiomes  paraît  être  (rétablir  cette  i)ase  qualitative 
sur  la(|uelle,  nous  Tavons  vu,  toute  comparaison  quantitative 
doit  reposer.  Mais  cette  base  qualitative  est  étrangère  aux 
Malhénuiti(|U('s  pures,  car  elles  traitent  de  la  grandeur  pure, 
c'est-à-dire  du  résultat  purement  (piantitatif  de  la  comparaison 
quantitative,  partout  où  elle  est  possible,  indépendamment  des 
(}ualil(''s  qui  servent  de  base  à  la  comparaison.  Comme  (irass- 
mann  Ta  montré  ('),  la  Géométrie  ne  doit  pas  être  classée  dans 
les  Matbématiques  pures,  car  elle  traite  d'une  matière  (pii  est 
donnée  à  l'entendement,  et  non  créée  par  lui.  Les  axiomes  four- 
nissent les  moyens  de  soumettre  cette  matière  aux  lois  de  la 
grandeur,  ils  ne  peuvent  donc  pas  être  eux-mêmes  déduits  de 
considérations  purement  quantitatives. 

(^uoi  qu'il  en  soit,  laissons  ce  point  de  côté  et  revenons  à 
Erdinann.  11  dislingue  dans  l'esjjace  une  forme  et  une  matière; 
la  forme  doit  contenir  les  propriétés  communes  à  toutes  les 
étendues,  la  matière  contient  celles  (pii  distinguent  Tespacedes 
autres  étendues.  Cette  distinction,  dit-il,  est  purement  logicjue, 
et  ne  correspond  pas  à  celle  de  Kant  :  pourErdmann,  la  ma- 
tière et  la  forme  sont  également  empiriques.  Les  axiomes  et  les 
définitions  de  la  Géométrie,  dit-il,  portent  exclusivement  sur  la 
matière  de  Tespace.  Il  est  dommage  (|u'après  avoir  fait  celte 
distinction,  il  en  fasse  si  peu  d'usage  :  il  l'abandonne  après 
quelques  pages  et  n'en  tire  aucune  conséquence  é{)istémolo- 
gique.  La  raison  en  est,  je  crois,  qu'Erdmann  n'a  pas  a[)erçu 
combien  de  conséquences  peuvent  se  déduire  de  sa  défi- 
nition de  l'étendue,  comme  une  multiplicité  où  les  dimen- 
sions sont  bomogènes  et  permutables.  Car  cette  pro[)riélé 
suffit  pour  prouver  riiomogénéilé  conqjlète  d'une  étendue  et, 


(';  Ausdehnung'slcluc  do  iS.ji,  i."  t-iliti(jii,  p.  \xii-\\iii. 
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par  suite  (étant  donnée  Tabscncc  de  difTérences  qualitatives 
entre  les  éléments),  la  relativité  de  la  position  et  l'axiome  de 
congruence.  Cette  déduction  sera  exposée  tout  au  lonj^  dans 
la  suite  (');  pour  le  moment,  je  veux  seulement  remarquer  que 
chaque  étendue,  dans  cette  manière  de  voir,  possède  toutes  les 
propriétés  communes  aux  espaces  euclidien  et  non-euclidiens, 
excepté  les  trois  dimensions.  Par  suite,  les  axiomes  qui 
expriment  ces  propriétés  s'appliquent  à  la  forme  de  l'espace 
et  dérivent  de  l'homogénéité  seule,  qu'Erdmann  admet 
comme  le  principe  de  toute  théorie  de  l'espace  (p.  171).  La 
distinction  précédente  entre  la  forme  et  la  matière  correspond 
donc,  quand  on  en  tire  toutes  les  conséquences,  à  la  distinction 
entre  les  axiomes  qui  dérivent  de  l'homog'énéité  de  l'espace  et 
ceux  qui  n'en  dérivent  pas.  Alors,  puisque  l'homogénéité  équi- 
vaut à  la  relativité  de  la  position,  el  que  la  relativité  de  la  po- 
sition est  de  l'essence  même  d'une  forme  d'extériorité,  il 
semble  que  cette  distinction  de  la  forme  et  de  la  matière  peut 
aussi  être  amenée  à  coïncider  avec  la  distinction  de  Va  priori 
et  de  l'empirique  en  Géométrie.  J'aurai  à  revenir  sur  ce  sujet 
dans  le  Chapitre  III. 

Dans  le  reste  du  Chapitre,  Erdmann  s'efforce  de  montrer  que 
la  ligne  droite,  etc.,  quoique  n'étant  pas  tirée  par  abstraction 
de  l'expérience  (laquelle  ne  présente  nulle  part  de  ligne  droite), 
doit  pourtant  être  empirique,  attendu  qu'elle  est  applicable  à 
des  sciences  reconnues  empiriques  (p.  iSq).  C'est  là  un  crité- 
rium qu'il  paraît  n'employer  qu'à  défaut  de  toute  autre  raison 
pour  établir  une  thèse  empiriste,  et  qui  ne  peut  évidemment 
jamais  manquer  de  faire  son  office,  puisque  tous  les  éléments 
de  la  connaissance  sont  susceptibles  d'être  appliqués  à  quelque 
matière  empirique.  Il  définit  encore  la  ligne  droite  (p.  i55) 
comme  une  ligne  de  courbure  constante  nulle,  comme  si  la 
courbure  pouvait  être  mesurée  indépendamment  de  la  ligne 
droite.  Les  axiomes  arithmétiques  mêmes  sont  déclarés  empi- 
riques (p.  iGj),  attendu  que,  dans  un  monde  où  les  choses 
seraient  toutes  irrémédiablement  différentes  les  unes  des  autres, 

(1  j    Voir  §  l^S)  et  suivanl-. 
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ces  axiomes  ne  pourrai(Mil  s"appli(|uer.  Après  celle  réminis- 
cence de  Mill,  nous  ne  sommes  j)as  surpris  de  Irouver,  quelques 
pages  plus  loin  (p.  I7>.),  un  vague  appel  aux  logiciens  an- 
glais qui  auraient  prouvé  que  la  Géométrie  esl  une  science 
induclive.  h^rdmann  déclare,  néanmoins,  presque  à  la  dernière 
page  de  sou  Livre  (j).  i7">),  que  la  (iéomélric  se  dislingue  de 
toutes  les  autres  sciences  pai-  Tliomogénéilé  de  son  objet;  prin- 
cipe dont  on  ne  trouve  pas  une  seule  application  dans  tout  son 
Ouvrage,  et  (pii,  comme  nous  le  verrons  dans  le  (lliapitre  111, 
conhedil  absolument  les  théories  pliilosoplii(jues  soutenues 
dans  les  pages  précédentes. 

En  souime,  on  ne  peut  pas  dire  cpri'^rdmann  ait  beaucoup 
contribué  à  fortifier  la  position  pbilosopbi(jue  de  Uiemann  et 
de  llelmlioltz.  Je  l'ai  critiqué  tout  au  long,  parce  que  son  Livre 
a  une  apparence  de  grande  rigueur  systématicpic  et  (|u'il  est 
incontestablement  la  meilleure  défense  qui  existe  de  la  thèse 
qu'il  a  adoptée.  Nous  allons  avoir  maintenant  à  nous  accjuilter 
de  la  tâche  contraire,  en  défendant  la  Métagéométrie,  sous  sa 
face  mathématique,  contre  les  attaques  de  Lotze  et  d'autres, 
et  eu  revendi({uanl  pour  elle  une  portée  philosophicpie  dans  la 
mesure  (bien  inférieure,  assurément,  aux  espérances  d'J'^rd- 
mann)   où  elle  paraît  en  avoir  réellement  une. 

LOTZE. 

85.  L'argumentation  de  Lotze  au  sujet  de  la  (iéométrie  (*) 
(qui  suit  une  discussion  métaphysique  sur  la  nature  ontolo- 
gique de  l'espace  et  repose  sur  les  résultats  de  cette  discus- 
sion) se  divise  en  deux  parties  :  la  première  (p.  235-247) 
discute  les  divers  sens  qu'on  peut  logiquement  attribuera  cette 
proposition,  que  d'autres  espaces  que  celui  d'Iùiclide  sont 
possibles,  et  la  seconde  partie  critique,  en  détail,  la  méthode 
de  la  Métagéométrie.  La  première  de  ces  qucstious  esl  très 
importante  et  exige  qu'on  fasse  grande  attention  à  la  signilica- 


(')    Metaphjsi/i.  IJmc  II.   (ihiip.  Il  (mes  cilalioiis  si-  n-fèitMit    à   l'édition 
ori'jinalo). 
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lion  logique  du  jugement  de  possibilité.  Quoique  la  discussion 
de  Lolze  soit  excellente  à  beaucoup  d'égards,  je  ne  puis  me 
persuader  qu'il  ait  découvert  le  seul  vrai  sens  où  des  espaces 
non-euclidiens  sont  possibles.  J'essaierai  de  juslilier  cette  asser- 
tion dans  les  pages  suivantes. 

86.  Lotze  débute  par  une  affirmation  quelque  peu  surpre- 
nante qui,  bien  c|u'elle  mérite  d'être  vraie,  au  point  de  vue 
j)liiloso()hique,  ne  paraît  pas  liistori(juement  soutenable.  La 
Géométrie  euclidienne,  dit-il,  a  été  principalement  ébranlée 
par  la  lliéorie  kantienne  de  la  nature  exclusivement  subjective 
de  l'espace  :  si  l'espace  est  seulement  notre  forme  propre  d'intui- 
tion, et  (ju'il  n'existe  rien  d'analogue  dans  le  monde  objectif, 
alors  les  autres  êtres  peuvent  avoir  d'autres  espaces,  sans  que 
cela  suppose  aucune  différence  dans  le  monde  qu'ils  rangent 
dans  ces  espaces  (p.  2'33).  Cela  parait  assurément  une  consé- 
quence légitime  de  la  su])jectivité  de  Tespace,  qui,  loin  d'éta- 
blir la  valeur  universelle  de  la  Géométrie  euclidienne,  n'éta- 
blit sa  valeur  qu'après  une  recliercbe  empirique  sur  la  nature 
de  Fespacc,  tel  (pie  Pierre,  Paul  ou  Jacques  en  ont  l'intuition. 
Mais,  en  fait,  ceux  qui  ont  le  plus  contribué  à  développer 
la  Géométrie  non-euclidienne  (à  l'exception  de  Riemann, 
qui  était  disciple  de  Ilerbart)  ont  ordinairement  liérité  de 
Newton  un  réalisme  naïf  au  sujet  de  l'espace  absolu.  Je  pour- 
rais donner  comme  exemple  le  passage  de  Bolyaï  cité  dans  le 
Clia[)itre  ],  ou  Clilï'ord,  qui  paraît  avoir  cette  idée  que  nous 
voyons  réellement  les  images  des  cboses  sur  la  rétine  (*),  ou 
encore  Topinion  de  Helmlioltz  qui  croit  que  la  Géométrie  dépend 
de  la  manière  dont  se  comportent  les  corps  rigides.  Cette 
croyance  conduit  à  penser  (juc  la  Géométrie  est,  comme  la 
Pbysique,  une  science  expérimentale,  où  la  vérité  objective 
peut  sans  doule  élre  atteinte,  mais  seulement  par  des  méthodes 
empiriques.  Toutefois,  la  raison  que  Lotze  donne  de  Fincer- 
titude    de   la    Géométrie    euclidienne    est   philosophiquement 
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défendable,  et  il  sera  instructif  d'étudier  les  diverses  possibilités 
qui  en  résultent. 

Si  Tespace  (ainsi  comrnencM!  rarj^iimcnlation  de  Lotze)  n'est 
qu'une  forme  suljjeclive,  d'autres  êtres  peuvent  avoir  une  forme 
d'intuition  dillérente.  Si  celle-ci  corresj)ond  à  un  monde  dilï'c- 
rent,  cette  dillérence,  dit-il,  n'a  pas  d'intérêt,  car,  dans  toute 
discussion  métapliysicpie,  il  ne  s'ag^it  que  de  notre  uionde.  Mais 
si  cet  espace  dillérent  correspond  au  même  monde  cpie  nous 
connaissons  sous  la  forme  euclidiemie,  alors  on  se  pose,  à  son 
avis,  une  cpieslion  d'un  intérêt  proprement  philosophique.  Ici 
il  distingue  deux  cas  :  ou  bien  les  relations  entre  les  choses  (pii 
sont  représentées  à  ces  êtres  hypothéti(iues  sous  la  forme  d'un 
espace  dilTérent  sont  des  relations  qui  ne  nous  apparaissent  pas, 
ou  (pii,  du  moins,  ne  nous  apparaissent  pas  comme  spatiales; 
ou  bien  ce  sont  les  mêmes  relations  qui  nous  apparaissent 
comme  des  fij^ures  de  l'espace  euclidien  (p.  235).  Lu  exemple 
de  la  première  possibilité,  dit-il,  serait  le  cas  d'êtres  auxquels 
les  multiplicités  des  sons  et  des  couleurs  paraîtraient  étendues; 
mais  nous  ne  pouvons  pas,  à  son  avis,  imaginer  ([u'une  multi- 
plicité, comme  celle  qui  est  requise  pour  ce  cas,  ait  ses  dimen- 
sions homogènes  et  comparables  entre  elles,  et,  par  consé(pient, 
le  contenu  des  diverses  représentations  qui  constituent  une  telle 
multiplicité  ne  pourrait  pas  être  combiné  eu  un  seul  contenu 
qui  les  comprenne  toutes.  Mais  la  j)ossibilité  d'une  telle  com- 
binaison est  de  l'essence  de  toute  chose  qui  mérite  le  nom 
d'espace;  donc  la  première  des  possibilités  indiquées  est  sans 
motif  et  sans  intérêt.  La  conclusion  de  Lotze  sur  ce  point  me 
paraît  incontestable,  mais  je  doute  que  son  argument  soit  bien 
convaincant.  Kn  tout  cas,  comme  cette  possibilité  n'a  aucun 
rapport  avec  celle  que  les  non-euclidiens  ont  considérée,  ce  n'est 
pas  la  peine  de  la  discuter  plus  longuement. 

La  seconde  possibilité,  dans  la  pensée  de  Lotze,  n'est  pas  non 
plus  celle  de  la  Métagéométrie,  mais  en  vérité  elle  s'en  rap- 
proche beaucou])  plus  qu'aucune  des  autres  possibilités  exami- 
nées. Si  un  non-euclidien  croyait  en  même  temps  à  la  subjecti- 
vité de  l'espace,  il  devrait  adhérer  à  cette  o[)inion.  Voyons, 
d'une  manière  plus  précise,  en  quoi  consiste  cette  opinion.  Dans 
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le  Livre  II,  Chapitre  I,  Lolze  a  accepté  rargiiment  de  Testhé- 
lique  transcendantalc,  mais  il  a  rejeté  celui  des  antinomies 
mathématiques;  il  a  décidé  que  l'espace  est  subjectif,  comme 
K.ant  le  croyait,  mais  qu'il  possède  cependant  une  contre- 
partie objective,  ce  que  Kant  niait.  Le  rapport  de  l'espace 
représenté  à  sa  contre-partie  objective,  tel  que  le  conçoit  Lotze, 
est  assez  difficile  à  comprendre.  11  ne  ressemble  guère  au 
rapport  (jui  unit  la  sensation  à  son  objet  (par  exemple,  la 
himière  au\  vil^rations  de  l'éther),  car,  s'il  en  était  ainsi, 
l'espace  ne  serait  subjectif  dans  aucun  sens  qui  le  distinguerait 
des  autres  perceptions.  11  ressemblerait  plutôt  au  rapport  d'un 
mouvement  corporel  perçu  à  l'état  de  conscience  de  la  personne 
(}ui  veut  ce  mouvement.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  admet  que  la 
contre-partie  objective  de  l'espace  consiste  en  certaines  inter- 
actions immédiates  de  monades,  qui  ont  conscience  de  ces 
actions  réciproques  comme  de  modifications  de  leurs  états 
internes.  Il  est  clair  que  de  telles  interactions  ne  forment  pas 
l'objet  de  la  Géométrie,  qui  s'occupe  seulement  des  percep- 
tions de  figures  spatiales  qui  en  résultent  pour  nous.  Or,  si 
la  construction  de  l'espace  de  Lotze  est  correcte,  il  ne  paraît 
certainement  y  avoir  aucune  raison  pour  que  ces  perceptions 
résultantes  ne  puissent  pas  être  très  différentes,  pour  une  seule 
et  même  action  réciproque  des  monades,  en  des  êtres  d'une  con- 
stitution différente  de  la  nôtre.  Mais  si  ces  perceptions  étaient 
différentes,  dit  Lotze,  elles  devraient  être  radicalement  difle- 
rentes;  aussi  diflerentes,  par  exemple,  que  l'intervalle  de  deux 
notes  est  différent  d'une  ligne  droite.  Cette  possibilité  est  donc, 
à  son  avis,  de  telle  nature  que  nous  n'en  pouvons  rien  savoir, 
et  qu'elle  doit  toujours  rester  une  pure  idée  vide.  En  quoi  il 
me  paraît  aller  trop  loin  :  car,  quelle  que  puisse  être  la  contre- 
partie objective,  tout  argument  qui  nous  en  apprend  quelque 
chose  doit,  (piand  on  le  retourne,  nous  apprendre  quelque  chose 
au  sujet  de  toutes  les  formes  d'intuition  possibles  qui  repré- 
sentent cette  contre-partie.  L'argument  que  Lotze  a  employé 
dans  le  précédent  Chapitre,  par  exemple,  en  déduisant  de  la 
i-elalivité  de  la  position  la  nature  purement  relationnelle  de  la 
contrepartie  objective,  nous  permet,  réciproquement,  d'inférer 
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de  cette  nature  relationnelle  la  complète  relativité  de  la  position 
dans  toute  intuition  possible  do  res()ace;  à  moins,  sans  doute, 
qu'elle  ne  soutienne  une  relation  tout  à  fait  trompeuse  avec  ces 
interactions  de  monades  qui  forment  sa  contre-partie  objec- 
tive. Mais  la  complète  relativité  de  la  j)Osition,  ainsi  (pie  j'es- 
saierai de  l'établir  dans  le  (Chapitre  111,  suffit  à  prouver  que 
notre  Géométrie  doit  être  ou  euclidienne,  ou  ellipti(pie,  ou  splié- 
rique,  ou  J)S('udo-splléri(pl(^  Nous  sommes  donc,  semble-t-il, 
d'après  la  théorie  de  r('sj)ace  de  Lotze,  fort  bien  informés  d(.'  la 
manière  dont  ce  (jui  nous  apparaît  comme  espace  doif  appa- 
raître à  (Tantres  êtres  avant  nos  lois  intellectuelles.  Nous  ne 
pouvons  pas,  il  est  vrai,  savoir  quelle  théorie  psycJiologUjm' 
de  la  perception  de  l'espace  s'appliquerait  à  de  tels  êtres  :  ils 
peuvent  avoir  un  sens  diflerent  de  tous  ceux  que  nous  possé- 
dons, ils  peuvent  même  n'avoir  aucun  sens  (jui  ressemble  en 
quehpic  manière  aux  nôtres,  mais  pourtant  leur  (iéométrie 
aurait  des  points  de  ressemblance  avec  la  notre,  comme  celle 
des  aveugles  coïncide  avec  celle  des  voyants.  En  résumé,  si 
l'espace  a  une  contre-partie  objective  quelconque,  et  si,  comme 
Lotze  le  soutient,  on  peut  tirer  quelque  infércnce  de  l'espace  à 
sa  contre-partie,  un  raisonnement  inverse  est  également  pos- 
sible, quoi(ju'ilne  puisse  donner  (|ue  quelques-unes  des  (pialités 
de  l'espace  euclidien,  attendu  que  quelques-unes  seulement  de 
ces  qualités  peuvent  être  trouvées  avoir  un  analogue  nécessaire 
dans  la  contre-partie. 

87.  Si  donc  on  admet  la  subjectivité  de  l'espace,  au  sens  de 
Lotze,  la  possibilité  en  question  ne  paraît  pas  aussi  creuse  qu'il 
l'imagine.  Il  se  borne  pourtant  à  l'examiner  brièvement,  [)our 
passer  à  ce  qu'il  regarde  comme  la  signilication  réelle  de  la 
Métagéométrie.  Ici,  il  commet  une  erreur  mathématique,  qui 
est  la  cause  de  bien  des  raisonnements  qui  portent  à  faux.  11 
croit,  en  effet,  que  la  Métagéométrie  construit  ses  espaces  avec 
des  lignes  droites  et  des  angles  semblables  à  tous  égards  à  ceux 
d'Euclide;  et  il  s'assure  par  là  une  victoire  facile,  en  prouvant 
que  ces  éléments  ne  peuvent  être  situés  «pie  dans  le  seul  espace 
euclidien.  Il  a  été  induit  dans  cette  erreur  j)ar  le  vocabulaire 
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des  non-ciiclidiens,  ainsi  que  par  la  distinction  établie  par  Eu- 
clidc  entre  les  définitions  et  les  axiomes.  Car  le  fait  est,  évi- 
demment, que  les  lignes  droites  ne  sont  complètement  définies 
que  lorsqu'on  «ijoute  à  leur  définition  formelle  les  axiomes  de 
la  ligne  droite  et  des  parallèles.  Dans  l'espace  eueli(fien,  la 
définition  d'i^vuclide  suffit,  sans  doute,  à  distinguer  la  ligne 
droite  de  toutes  les  autres  courbes;  les  deux  axiomes  (pii  s'y 
rapportent  sont  alors  absorbés  dans  la  définition  de  Tespace. 
Mais  quand  on  ne  se  restreint  pas  à  Tespace  euclidien,  la  défi- 
nition doit  être  complétée  par  ces  deux  axiomes,  si  l'on  veut 
définir  entièrement  la  ligne  droite  euclidienne.  Ainsi  Lotze  a 
mal  conq)ris  la  portée  des  constructions  non-euclidiennes,  et  a 
tout  bonnement  méconnu  la  question  en  raisonnant  comme  il 
fait.  Si  la  possibilité  que  considèrent  les  non-euclidiens  tombait 
dans  un  des  cas  prévus  par  Lotze,  elle  tomberait  dans  le  second 
cas,  discuté  ci-dessus. 

88.  Mais,  en  réalité,  la  portée  de  la  iNIétagéométric  est,  je 
crois,  dilîérente  de  tout  ce  qu'a  imaginé  Lotze;  et  comme  peu 
d'auteurs  paraissent  voir  clair  sur  ce  point,  je  vais  explitpier 
avec  quelque  détail  la  manière  dont  je  la  comprends  moi-même. 

En  premier  lieu,  il  y  a  quelques  auteurs  (notamment  Clif- 
ford)  (')  qui,  professant  un  réalisme  naïf  au  sujet  de  l'espace, 
soutiennent  f[ue  notre  intuition  est  jusqu'ici  tout  à  fait  insuffi- 
sante pour  décider  de  sa  nature  dans  l'infiniment  grand  ou 
dans  rintiniment  petit  :  pour  ces  auteurs,  il  ne  s'agit  pas  de  la 
possibilité  d'êtres  différents  de  nous,  mais  simplement  de 
l'espace  de  tous  les  jours  que  nous  connaissons,  et  cpiils  étu- 
dient dans  l'esprit  où  un  chimiste  discute  si  l'hydrogène  est  un 
métal,  ou  un  astronome  discute  l'hypothèse  de  la  nébuleuse. 

AL'iis  ceux-là  sont  une  minorité;  la  plupart,  plus  circonspects, 
admetleiil  (pic  noire  espace  est  euclidien  aussi  loin  que  s'étend 
l'observation;  ou,  s'il  n'est  pas  rigoureusement  euclidien,  il  ne 
peut  (prêtre  légèrement  sphéri(jue  ou  pseudo-sphérique.  Ici 
encore,  c'est  l'espace  de  la  vie  quotidienne  qui  est  en  ([uestion; 

(^  )   ('.(.  /'ssffys.  mjI.  I,  ]).   ']■>{). 
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de  plus,  la  discussion  me  parait  «Hro  iiKlépendante  de  toute 
hypothèse  philosophi(jue  louchant  la  nature  de  notre  intuition 
de  l'espace.  Car  même  si  celle-ci  est  purement  subjective,  la 
transformation  d'une  intuition  en  un  concept  ne  peut  s'effectuer 
que  d'une  manière  a[)pro\imaliv(',  dans  les  limites  des  erreurs 
d'observations  inhérentes  à  l'analyse  psychologicjue;  et  tant 
que  l'intuition  de  l'espace  n'est  pas  devenue  un  concept,  on 
n'obtient  pas  de  (îéomélrie  scientili(|ue.  ï^a  certitude  apodic- 
tique  de  l'axiome  des  parallèles  se  réduit  à  une  conviction 
subjective  injustifiée,  et  s'évanouit  tout  à  fait  chez  ceux  «jui 
entretiennent  des  doutes  non-euclidiens.  Pour  renforcer  la  foi 
euclidienne,  il  faut  alors  appeler  la  raison  au  secours  de  l'in- 
tuition: mais,  malheureusement,  la  raison  nous  abandonne, 
et  nous  restons  à  la  merci  d'observations  approximatives  de 
triangles  stellaires  :  piètre  soutien,  en  vérité,  pour  la  religion 
chérie  de  notre  enfance. 

89.  Mais  la  possibilité  d'une  inexactitude  si  faible,  que  nos 
instruments  les  plus  précis  et  nos  parallaxes  les  plus  écartées 
ne  nous  en  montrent  aucune  trace,  ne  troublerait  pas  plus 
Tespiil  humain  que  la  chance  analogue  d'une  inexactitude  dans 
la  loi  de  la  gravitation,  si  la  possibilité,  même  la  plus  faible,  dans 
ce  domaine  n'avait  une  importance  philosophique.  Et  c'est  la 
portée  philosophique  de  la  Métagéométrie  qui  seule,  je  crois, 
constitue  son  intérêt  réel.  Lors  même  que,  comme  nous  le  sup- 
poserons pour  un  instant,  l'observation  aurait  établi,  sans  aucun 
doute  possible,  que  notre  es[)ace  peut  être  sûrement  regardé 
comme  euclidien,  la  Métagéométrie  aurait  encore  révélé  une 
possibilité  philosophique,  et,  pour  cette  seule  raison,  elle  pour- 
rait prétendre  à  peu  près,  je  crois,  à  toute  l'attention  qu'elle 
mérite  à  présent. 

Mais  quelle  est  cette  possibilité?  Une  chose  est  possible,  sui- 
vant Bradley  ('),  lors(ju'elle  doit  résulter  d'un  certain  nondjre 
de  conditions,  dont  on  sait  ([uc  (juelques-unes  sont  réalisées. 


{  '  )  Lu,i,u'c,  j).  187. 
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Or  les  ("oiKlilions  qu'une  forme  frexlériorilé  doit  remplir  pour 
être  admise  sont  les  suivantes  :  en  premier  lieu,  natuiellcmcnl, 
elle  doit  être  donnée  dans  l'expérience  ou  léj^ilimement  déduite 
de  ({uelque  donnée  de  rexpérience;  mais,  en  second  lieu,  elle 
doit  élre  conforme  à  certaines  conditions  logiques,  détaillées 
dans  le  Cliapitre  IJI,  et  qui  peuvent  se  résumer  dans  la  relati- 
vité de  la  position.  Or,  ce  qui  résulte  en  tout  cas  de  la  Méta- 
géométrie,  c'est  la  preuve  que  la  seconde  de  ces  conditions  est 
remplie  par  les  espaces  non-euclidiens.  Partant,  on  n'aflirme 
plus  la  Cîéométrie  euclidienne  que  pour  la  raison  tirée  de  l'expé- 
rience immédiate,  et  sa  vérité,  n'étant  pas  fondée  sur  une  né- 
cessité logirpie,  est  purement  assertorique,  ou,  si  Ton  préfère, 
empirique.  Tel  est  le  sens  le  plus  important,  je  crois,  où  les 
espaces  non-euclidiens  sont  possibles.  Ils  servent,  en  un  mot, 
de  matière  à  une  argumentation  philosopliique  plutôt  qu'à  une 
recherche  de  fait  :  ils  jettent  de  la  lumière  sur  la  nature  des 
fondements  de  la  Cîéométrie  euclidienne  ])lutot  que  sur  la  con- 
formation réelle  de  l'espace  (').  T.otze  nie  cette  importance  fie 
la  Métagéométrie,  pour  la  raison  que  la  logique  non  eucli- 
dienne est  fautive  :  raison  qu'il  s'elïorce  de  justifier  par  une 
argumentation  longue  et  détaillée;  avec  quel  succès,  c'est  ce 
que  nous  allons  examiner. 

90.  L'atta([ue  dirigée  par  Lotze  contre  la  Métagéométrie 
(bien  qu'elle  en  reste,  à  ma  connaissance,  la  meilleure  critique  de 
la  part  de  ses  adversaires,  et  que  ses  arguments  fassent  désormais 
partie  du  répertoire  courant  des  philosophes  euclidiens)  con- 
tient, si  je  ne  me  trompe,  plusieurs  contre-sens  dus  aune  insuffi- 
sante connaissance  mathématique  du  sujet.  Comme  ces  contre- 
sens ont  été  largement  répandus  parmi  les  philosophes,  et 
qu'ils  ne  peuvent  pas  être  facilement  réfutés  par  un  criti(pie  qui 
n'aurait  pas  étudié  la  Céométrie  non-euclidienne  avec  (juelque 
soin,  il  semble  désirable  de  discuter  les  objections  de  Lotze 
point  par  point. 


(  '  j  Sur  la  «ignificalioii  de  la  possibilité  géométriquo,  cf.  \  kronksk,  Griind- 
ziiffe  dcr  Géométrie  (  Iradiiclion  allemande;,  |).  \i-\ni. 
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91.  La  critique  inalhôinaliciiie  coininence  (§  131)  par  une 
définition. des  parallèles  (|ui  est,  en  quel([ue  sorte,  une  pétition 
de  principe.  Voici,  d'après  celle  délinilion,  à  quelle  condition 
deux  droites  AA',  BB'  seront  parallèles  :  Soient  A  et  B(y/V.  .\) 


rit 

A 


<leu\  points  pris  arbitrairement  sur  ces  deux  droites;  si  l'on 
prend  respectivement  sur  chacune  d'elles  deux  autres  points 
A',  B'  tels  que  AA  —  BB',  on  doit  avoir  aussi  AB  =  A'B'. 
Cette  délinition,  qui  contient  Taxiomc  et  la  définition  d'Iiu- 
clide  combinés  sous  une  forme  très  commode  et  très  séduisante, 
est  naturellement  tout  à  fait  appropriée  à  la  Géométrie  eucli- 
dienne, et  conduit  immédiatement  à  toutes  les  propositions 
euclidiennes  sur  les  parallèles.  Mais  il  est  peut-être  plus  loyal 
de  suivre  la  marche  d'Euclide;  lorsqu'on  a  ainsi  enterré  un 
axiome  dans  une  définition,  on  peut  croire  qu'on  a  surmonté  la 
difficulté,  parce  que  les  définitions  sont  réputées  aibilraires, 
tandis  que,  en  réalité,  la  possibilité  des  parallèles,  définies 
comme  ci-dessus,  impli(}ue  justement  le  point  en  question,  à 
savoir  l'axiome  contesté  des  parallèles.  En  effet,  ce  que  cet 
axiome  affirme,  c'est  tout  bonnement  l'existence  de  li«,mes  con- 
formes à  la  définition  de  Lotze.  La  démonstration  des  princi- 
pales propositions  relatives  aux  parallèles,  dont  Lotze  fait  suivre 
cette  définition,  est  naturellement  une  déduction  très  simple, 
mais  une  déduction  dont  les  prémisses  postulent  ce  (pii  est 
en  question. 

92.  L'argument  suivant  en  faveur  de  l'apriorité  de  la  Géo- 
métrie euclidienne  a,  chose  assez  curieuse,  une  portée  exacte- 
ment contraire,  bien  qu'il  soit  l'argument  favori  des  adver- 
saires de  la  Métagéométrie.  Les  mesures  de  triangles  stellaires 
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et  toutes  les  tentatives  semblables  pour  déterminer  empirique- 
ment la  constante  spatiale  manquent  le  but,  d'après  Lotze;  car 
toutes  les  fois  que  l'on  observerait  un  triangle  dont  la  somme 
des  anj^les  s'écarte  de  deux  angles  droits,  ou  une  parallaxe 
annuelle  linie  pour  des  étoiles  éloignées,  on  attribuerait  ce  fait 
à  une  nouvelle  espèce  de  réfraction,  ou,  comme  dans  le  cas  de 
l'aberration,  à  quelque  autre  cause  pbysique,  et  jamais  à  la 
nature  géométrique  de  l'espace.  C'est  là  un  argument  puissant 
en  faveur  de  la  valeur  empirique  de  la  Géométrie  euclidienne, 
mais,  comme  argument  en  faveur  de  la  certitude  apodictique 
du  système  orlbodoxe,  il  a  une  tendance  toute  contraire.  En 
effet,  des  observations  de  ce  genre  pourraient  être  dues  au  fait, 
inconnu  jusqu'ici,  que  les  rayons  lumineux  stellaires  s'écartent 
de  la  rectitude  euclidienne.  Un  tel  écart  pourrait,  en  certains 
cas,  s'expliquer  par  une  constante  spatiale  lînie,  mais  il  pour- 
rait probablement  aussi  s'expliquer  })ar  un  cbangemcnt  dans 
l'Optique,  par  exemple,  en  attribuant  des  propriétés  réfrin- 
gentes à  Tétlier.  De  telles  propriétés  ne  pourraient  exister  que 
si  l'élber  était  de  densité  variable,  par  exemple  si  l'ctlier  était 
plus  dense  dans  le  voisinage  de  certains  corps  célestes.  Mais 
une  telle  supposition  ruinerait,  je  crois,  l'utilité  de  l'étber  pour 
la  Pbysique;  il  est  donc  probable  qu'une  légère  altération  dans 
notre  Géométrie,  assez  faible  pour  ne  pas  affecter  les  distances 
d'une  manière  appréciable  à  l'intérieur  du  système  solaire, 
serait,  en  fin  de  compte,  une  explication  plus  simple  que  toutes 
celles  que  la  Physique  pourrait  offrir,  si  jamais  de  telles  erreurs 
venaient  à  être  découvertes.  Mais  ce  n'est  pas  là  le  point  que  je 
liens  à  établir.  Ce  point  consiste  en  ceci  que,  si  l'explication 
physique  est  possible  dans  le  cas  précité,  comme  Lotze  le  sou- 
tient, la  réciproque  doit  être  également  valable  :  on  doit  pou- 
voir expliquer  les  phénomènes  actuels  en  supposant  l'étber 
réfringent  et  l'espace  non-euclidien.  Il  n'y  a  pas  moyen 
d'échapper  à  cette  conclusion.  Si  l'on  peut  expliquer,  dans  la 
Géométrie  euclidienne,  toute  trajectoire  concevable  des  rayons 
lumineux  par  des  causes  physiques,  on  doit  aussi  pouvoir,  par  un 
choix  convenable  de  causes  physiques  hypothétiques,  expliquer 
les  phénomènes  actuels  comme  appartenant  à  un  espace  non- 
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euclidien.  Une  telle  hypothèse  serait  à  bon  droit  rejetée  par 
la  Science,  pour  le  moment,  en  raison  de  son  inutile  com- 
plexité. Elle  reste,  néanmoins,  une  possibilité  avec  laquelle  la 
Philosophie  doit  compter,  et  le  choix  ne  peut  être  fixé  que  par 
des  raisons  empiriques  de  simplicité.  Il  est  permis  de  douter 
que,  dans  le  monde  que  nous  connaissons,  les  phénomènes 
puissent  être  attribués  à  un  espace  franchement  non-euclidien, 
mais  cette  conclusion  dérive  inévitablement  de  cette  affirma- 
tion, qu'il  n'y  a  pas  de  phénomènes  qui  puissent  nous  forcer  à 
admettre  un  tel  espace.  Ainsi  l'argument  de  Lotze,  quand  on 
le  pousse  à  bout,  réfute  sa  propre  thèse  et  réduit  l'espace  eucli- 
dien à  n'être  qu'une  explication  empirique  des  phénomènes, 
au  même  titre  que  l'éther  luminifère  (*). 

93.  Lotze  passe  alors  (§  132)  à  une  critique  détaillée  de 
Helmholtz,  qu'il  regarde  comme  un  représentant  typique  de  la 
Métagéométrie.  Il  se  peut  que  Helmholtz  ait  réellement  joué 
ce  rôle  au  temps  où  Lotze  écrivait;  mais  il  est  fâcheux  que, 
dans  l'esprit  des  philosophes,  il  continue  à  le  jouer,  après  les 
progrès  très  importants  que  la  Géométrie  projective  a  apportés 
dans  la  manière  de  traiter  le  sujet.  Il  est  également  fâcheux 
qu'on  ait  eu  si  souvent  recours  à  ses  essais,  un  peu  négligés, 
de  vulgarisation  des  résultats  mathématiques,  au  lieu  de  prêter 
à  ses  travaux  plus  techniques  et  plus  solides  l'attention  qui 
leur  est  due.  C'est  ainsi  qu'on  s'est  attaqué  à  ses  romans  sur 
le  Pays  Plat  et  le  Pays  Sphérique  (qui  ne  sont,  à  tout  prendre, 
que  des  analogies  de  contes  de  fées,  d'une  valeur  douteuse), 
comme  s'ils  constituaient  un  élément  essentiel  de  la  Métagéo- 
métrie. 

Mais  arrivons  aux  détails  :  Lotze  accorde  sans  difficulté  que 
les  habitants  du  Pays  Plat  constitueraient  la  Géométrie  plane, 
telle  que  nous  la  connaissons,  mais  il  refuse  d'admettre  que  les 
habitants  du  Pays  Sphérique  pussent,  sans  inférer  la  troisième 


(')  Cf.  Caunon,  Sur  r Indt'terniination  f^comé trique  de  V Univers,  ap. 
Revue  philosophique,  vol.  XXW'I,  p.  595-(>o7;  1893. 
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dimension,  constituer  une  Géométrie  sphéricjue  à  deux  dimen- 
sions exempte  de  contradictions.  Je  vais  essayer  de  donner 
une  traduction  libre  du  raisonnement  de  Lotze  sur  ce  point. 
Supposons,  dil-il,  un  pôle  nord  et  un  j)ole  sud,  \  cl  S, 
ai-l)ili'airement  lix(''S,  el  un  équateur  EW  {fig.  5).  Supj)(>sons 
(pTun   être.  1>,    qui   ne    peut  recevoir  d'impressions   (]ue   des 


objets  situés  à  la  surface  de  la  splière,  se  déplace  sur  le  méri- 
dien NliS;  <jue  ]>  parte  d'un  certain  point  a,  et  (pie,  après 
avoir  décrit  un  i^rand  cercle,  il  revienne  iinalement  au  même 
point  a.  S'il  ne  connaît  le  |)oint  a  que  par  la  qualité  de  l'im- 
pression qu'il  en  reçoit,  B  peut  s'imaginer  qu'il  n'a  pas  re- 
trouvé le  même  point  a,  mais  un  autre  point  semblable  (i\ 
j)résenlant  avec  a  une  relation  analogue  à  celle  de  l'octave 
en  musique  :  il  peut  môme  ne  pas  ranger  du  tout  ses  impres- 
sions sous  forme  spatiale.  Pour  qu'il  en  puisse  être  ainsi,  il 
faut  faire  cette  nouvelle  bypotbése,  que  toute  différence  entre 
les  sensations  mentionnées  ci-dessus  (pendant  que  B  décrit 
le  méridien  )  peut  être  représentée  comme  une  dislance  spa- 
tiale entre  deux  ])ositions.  Même  alors,  B  peut  croir(^  qu'il 
décrit  uue  ligne  droite  euclidienne  contenant  des  points  sem- 
blables à  certains  intervalles.  En  admettant,  cependant,  qu'il 
conçoive  l'identité  de  a  avec  sa  position  initiale,  il  lui  semblera 
maintenant  être  revenu,  en  se  mouvant  sur  une  ligne  droite, 
au  point  dont  il  était  parti,  car,  sans  la  troisième  dimension,  c(^ 
mouvement  ne  peut  pas  lui  paraître  autrement  que  rectiligne. 
Juscprici,  il  semble  (pfil  n'y  ait  guère  matière  à  ol)jection, 
excepté  peut-être  l'idée  de  la  ligne  droite  avec  j)oints  périodi- 
(pieiiieui  semblables;  si  B  était  aussi  philosophe  qu'on  le  suppose 
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crordiiiaire  dans  ces  discussions,  il  ohjcclciail  piohahlcmont 
à  cellt'  nKinièrc  dinloiprélcr  son  cxpériciUM',  (ju'il  lui  taiidrail 
rej^ardcr  l'espace  vide  comme  (|iieh|iie  cliose  (riiidépcndani  des 
objets  qu'il  renferme.  Il  est  hon  de  iiionlrer  aussi  ijih' ii  irauiail 
pas  besoin  de  décrire  le  cercle  tout  entiei"  de  manière  à  se  relrou- 
versubitemenl  cbez  lui  avec  ses  vieuvamis.  Des  mcsuies  précises 
de  petits  tiian^les  lui  suriitaieut  [mnv  déterminer  la  constanle 
spatiale,  et  lui  appi'endiaient  la  loui^ueur  dun  j^iand  cercle  (ou 
d'une  li^ne  droite,  comme  il  ra[)[)ellei'ail  ).  Il  faut  admettre 
aussi  (juun  être  aussi  liypolliélicpu'  que  H  j)Ourrait  n'avoir 
aucune  intuition  de  l'espace,  mais,  puiscpi'il  n'a  rlr  intioduil 
que  pour  les  besoins  de  ranaloji;ie,  il  con\ienl  de  lui  accorder 
toutes  les  qualilés  possibles  en  vue  de  son  oriic»'.  Mais  ces  dif- 
iiculli's  n'atteignent  pas  le  nerf  de  l'arii'ument,  ([ui  consiste 
dans  raflirmalion  qu'une  telle  li^ne  droite,  (pii  revient  sur  elle- 
même  après  un  temps  fini,  apparaîtrait  à  li  comme  une  «  in- 
supportable contradiction  »,  et  robli»;erait  ainsi  à  admettre 
une  troisième  dimension,  non  [)as  pour  les  besoins  de  la  sensa- 
tion, mais  pour  ceux  de  la  logicpie.  (]etle  assertion  nie  sendjle 
tout  à  fait  injustifiée  :  l'ensembU'  de  la  \Iéta|;éométrie  est  une 
macliine  de  «Ji^uerre  cpii  suffit,  à  la  battre  en  brècbe.  Il  faut  se 
ra[)peler  (jue  l'argument  de  llelndioltz  n'est  qu'ime  analojxie,  et 
(pie  la  contradiction  n'existerait  rjuc  ^mnv  un  euclidien.  On  a 
pu  développer  une  (Jiéomélrie  com|)lèle  à  ffois  dimensions 
(nous  l'avons  vu  dans  1<3  Cbapilie  I)  en  admettant  (pie  les 
li<^nes  droites  ont  une  longinnir  liiiie.  Lue  valeur  roiistdiitc  de 
la  courbure  de  l'espace  n'impli(jue,  ainsi  que  l'a  montié  notre 
discussion  de  liiemann,  aucune  référence  à  la  (piatrièuK.'  dimen- 
sion, ni  aucune  espèce  de  contiadiclion  interne.  (]e  l'ail  réfute 
la  tlièsede  Loize,  «pii  j)i'0\ient  unicpiement  de  son  impuissance 
à  dépouiller  son  imagination  des  idées  euclidiennes. 

Lotze  criti(pie  ensuite  ll(dndiollz  pour  avoir  ailirnit'  <|ui'  !> 
ne  pourrait  jamais  connaître  des  lignes  parallèles  (  il  veut  dire, 
comme  le  contexte  le  montre,  des  dioilcs  parallèles  k  '  ).    Mais 


(•)    Vortrdge  wid  lieden.  \nl.  Il,  p.  <)  :   «  Les  liahilant»  de    la  s|ilifie   un 
coniiailraicnl  pas  do  lignes  parallcios.  lis  ailiriiieraiciil  t[tu'  ilciiv  ligues  droitca 
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Lolze  prend  manifestement  ces  mots  comme  s'ils  signifiaient 
simplement  des  courbes  cquidistantes  d'une  droite  donnée; 
or  de  telles  lignes  font  partie  du  répertoire  courant  de  la 
Métagéométrie.  Les  parallèles  de  latitude,  au  sens  géogra- 
phique, n'apparaîtraient  pas  à  B  comme  des  lignes  droites,  mais 
comme  des  cercles  (à  Tcxccption  de  l'cquateur).  Ce  sont  les 
fi/rt/uls  cercles  qu'il  appellerait  des  lignes  droites,  et  ce  fait 
sendjle  avoir  induit  Lotzc  à  penser  à  tort  (|ue  tous  les  cercles 
devraient  être  traités  comme  des  lignes  droites.  Par  consé- 
quent, les  parallèles  de  latitude,  bien  que  13  put  les  appeler 
parallèles,  n'intirmeraient  pas  les  conclusions  de  Ilelmholtz, 
qui  s'appliquent  seulement  aux  lignes  droites. 

L'argument  que  nous  venons  d'écarter,  suivant  lequel  des 
petits  cercles  seraient  des  parallèles,  n'est  que  la  préface  d'un 
second,  qui  tend  à  prouver  que  B  aurait  besoin  d'une  troisième 
dimension.  Appelons  /«  et  l^  deux  de  ces  parallèles  de  latitude, 
et  supposons-les  équidistants  de  l'équaleur,  l'un  dans  riiémis- 
phère  nord  et  l'autre  dans  l'hémisphère  sud.  Des  plans  tan- 
gents (')  consécutifs,  le  long  de  ces  parallèles,  convergent  dans 
un  cas  du  coté  du  nord,  dans  l'autre  du  côté  du  sud.  Ou  bien  B 
peut  s'apercevoir  de  leur  différence,  dit  Lotze,  ou  bien  il  ne  le 
peut  pas.  Dans  le  premier  cas,  qu'il  regarde  comme  le  plus 
probable,  il  prouve  aisément  que  B  en  inférerait  la  troisième 
dimension.  Mais  cette  alternative  est  absolument  inadmissible,  à 
mon  avis.  Des  plans  tangents,  comme  des  plans  euclidiens  en 
général,  n'auraient  aucun  sens  pour  B;  à  moins,  pourtant,  qu'il 
ne  fût  un  m^étagéomètre,  ce  que  le  raisonnement,  malgré  toute 
la  subtilité  métaphysique  et  mathématique  qu'on  accorde  à  B, 
n'admet  pas;  et  à  une  telle  supposition  Lotze  est  assurément  le 
dernier  qui  eût  le  droit  de  faire  quelque  objection.  Le  raison- 
nement par  lequel  Lotze  a  essayé  de  prouver  que  c'est  là  la 
véritable  alternative  repose,  si  je  le  comprends  bien,  sur  une 


quelconques,  suffisaranienl  prolongées,  doivent  se  couper,  non  seulement  en 
un  point,  mais  en  deux.  »  (Les  italiques  sont  de  moi.)  L'omission  de  droites 
dans  (le  telles  phrases  est  une  négligence  fréquente  chez  les  mathériiaticiens. 
(')  A   la  sphère.  {Xote  du  trad.) 
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erreur  fl.'i<i:rante  en  Ciéomélrie  spliéri(|iie  ordinaire.  B  observe- 
rait, dit-il,  que  les  méridiens  font  avec  son  rheniin  (  '  )  des  anjflcs 
plus  petits  du  côté  tlu  j)ole  le  plus  ra|)proehé  (pie  du  côté 
du  pôle  le  plus  éloiiiiié,  taudis  ([u'cu  fait  les  niéridiciis  sont 
tout  l)onneui('Ul  perpendiculaiics  à  son  clicinin  dans  les 
deux  directions.  Ce  (pif  Lolze  veut  sans  doute  dire,  c'est  que 
tous  les  nKM'idieus  se  rencontrent  plus  tôt  dans  une  dii'eclion 
que  dans  l'autre,  et  cela  est  évidemment  vrai.  Mais  les  j)ôles, 
où  se  rencontrent  les  méridiens,  paraîtraient  à  15  comme  les 
cenlres  des  j)aralléles  respectifs,  alors  (jue  les  parallèles 
eux-mêmes  lui  paraîtraient  être  des  cercles.  iOt  je  ne  réussis 
pas  à  voir  (jucllc  dilliculté  B  éprouverait  à  admettre  rpie 
deux  cercles  dilïérents  ont  des  centres  (Hlférents  (-).  Il  faut 
donc  adopter  la  seconde  alternative,  savoir  (pie  H  n'aurait 
aucune  espèce  de  comiaissance  du  sens  dans  le(piel  convergent 
les  [)lans  tang^ents.  Ici  Lotze  essaie,  si  je  Tai  bien  compris, 
d'une  démonstration  par  l'absurde  :  li  croirait,  dit-il,  (pi'il  a 
décrit  deux  cbemins  exactement  les  mêmes  en  direction,  et 
alors  il  poiivfail  les  regarder  tous  deux  comme  des  cercles 
dans  un  plan.  On  peut  remar([uer  cpie  l'a  direction,  apj)li(piéc 
à  un  cercle  considéré  comme  un  tout,  n'a  aucun  sens;  en 
fait,  dans  toute  la  Métagéométrie,  la  direction,  même  lors- 
(pfelle  est  a[)pliquée  aux  lignes  droites,  ne  peut  signifier  (|ue 
direction  vers  un  j)oint.  Parler  de  deux  lignes  (jui  ne  se  ren- 
contrent pas  comme  ayant  la  même  direction,  c'est  introduire 
subrepticement  l'axiome  des  parallèles.  A  part  cela,  yi  ne  puis 
concevoir  aucune  ol)jection  (pie  lî  puisse  faire  à  cette  tlièse. 
(Il  ne  poiifrait  pas  seulement,  mais  il  clcKi-ait  regarder  les  deux 
chemins  comme  des  cercles  dans  un  même  plan.)  Toute  cette 
argumentation,  à  moins  que  son  ol)scurité  ne  m'ait  égaré,  doit 
donc  être  déclarée  infructueuse  et  non  concluante. 

94.  Après  cette  discussion  préliminaire  sur  le  pays  spliéri(|ue, 


(•)  C'est-à-dire  a\ec  le  piii  allrle  <|iie  |}  rsl  eeii^é  «Itriiic. 

(  .\<,U'  de  M.  //.  C. 
(*)  Oïl  m'a  suggéré   que   l.oUe  regarde   les  méridiens  eominc  projetés  sur 
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Lotzo  ])asso  à  la  (jneslion  crunc  quatrième  (liniension,  el  ensuite 
à  celle  (le  Tespaer  sphérique  et  pseiulo-sphéricjiie.  domine  piv- 
C(''Llemment,  il  ne  j)araît  eoin»aUre  que  les  exposrs  plutôt 
néiilii;és  el  p()])ulaires  de  llelmlioltz  et  de  Ilicmaini,  el  u  aNoir 
j)i'is  auenue  peine  pour  ronq)rendre  même  les  fondements 
malliémali(pn's  de  la  M(''lai;éom(''trie.  Cette  lacune  enlève  toute 
valeur  à  beaucoup  de  ses  assertions,  Va  d'abord,  il  croit  (jue 
le  conte  de  fée  de  Ilebnboltz  avait  pour  but  de  sui;tiérer  la 
possibilité  d'une  quati'ième  dimension,  alors  (|ue  le  but  réel 
était  evacteuK'ul  ropj)osé,  à  savoir  de  i*endre  intelligible  un 
espace  non-euclidien  à  trois  dimensions  seulement.  Ilebnboltz 
n'a  introduit  le  pays  plat  (jue  parce  (jue  son  rapport  au  pays 
spbéri(]ue  est  analogue  an  rapport  de  notre  espace  à  Tcspace 
sj)béri(]ue  (' ).  Mais  Lotze  dit  :  Les  babitants  du  pavs  plat 
n'éprou^(M'ai('nt  aucune  difliculté  à  admettre  une  troisième 
dimension,  puisqu'elle  ne  conlredii'ait  en  rien  leur  propie 
(  i(''ométrie,  tandis  (juc  l<'s  gens  du  pa}  s  spbérique  auraient  déjà 
été  conduits  à  l'admelli-e  j)ai"  les  contradictions  de  leui'svstème 
à  deux  dimensions.  J'ai  d''jà  essayé  de  répondre  à  cette  der- 
nière assertion;  la  preinière  sonne  faux,  vu  la  tentative  (jue  fait 
l'auteur,  (pielques  pages  plus  loin,  pour  prouver  «  priori  ([uc 
toutes  les  formes  de  l'intuition  (]ui  sont  en  quelque  manière 
analogues  à  l'espace  doivent  avoir  trois  dimensions.  On  ne 
peut  s'cmpècber  de  présumer  que  les  babitants  du  pays  plat, 
f]ui  n'ont  (|ue  deux  dimensions  au  lieu  de  trois,  feraient  une 
tentative  semblable.  Mais,  pour  revenir  au  raisonnement  de 
Lotze  :  On  ne  peut  non  plus  inyo(pier  l'analogie,  dit-il,  pour 
pi'ouver  que  nous  devrions  peut-être  admettre  une  (piatrième 


un  plan,  comme  dans  une  carte  géographique.  S'il  en  était  ainsi,  ce  serait  ta 
une  introduction  nianifeslement  iiii'gilinie  de  la  troisième  (!in)ension. 

(')  Cela  est  |)rouvé  par  la  remarque  de  Ilelnihollz  à  la  fin  du  passage 
détaillé  où  il  essaie  de  rendre  imaginables  les  espaces  sphériques  et  pseudo- 
spliériques  (/.  f.,  p.  j^S  )  :  «  Il  en  va  autrement  des  trois  dimensions  de  l'es- 
pace. Comme  tous  nos  moyens  d'intuition  sensible  n'atteignent  qu'un  espace 
à  tiois  dimensions,  et  que  la  quatiième  dimension  n'est  pas  seulement  une 
modification  de  l'espace  présent,  mais  (juelque  chose  d'entièrement  nouveau, 
nous  nous  trouvons  dés  lors,  par  suite  de  notre  organisation  corporelle,  dans 
l'impos-ihilité  absolue  de  nous  représenter  un  mode  d'intuition  d'une 
quatrième  dimension.  » 
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dimension,  puisque,  [)(3ui'  nous,  il  n'existe  pas  de  contradiction 
ni  de  phénomènes  inexplicables  d'une  autre  manière.  Les  seules 
personnes  (pii,  à  ma  coimaissance,  aient  invoqué  cette  analogie 
sont  le  D*"  Abbot  (')  et  «pielques  sj)iritistes  ('^,  le  prenn<'r  par 
plaisanterie,  et  les  autn's  |)our  exj)ii(pier  certains  j)bt''tiomènes 
que  Maskelyiie  et  (^)oke  (  ')  ont  explicpiés  piMil-ètrc  plus  sim- 
plement. Mais  bien  (pie  l^otze  arrive  sur  ce  point  à  une  conclu- 
sion valable,  et  (pic  lleliuboltz  aurait  acceptée,  st^s  arguments, 
à  mon  avis,  ne  porleiil  pas  et  ne  sont  pas  convaiiicauls.  N'oici, 
dil-il.  la  (liHerence  entre  nous  et  les  habitants  du  pays  spluî- 
ri(pi('  :  ceux-ci  seraient  logiquement  forcés  d'admettre  une 
nouvelle  dimension,  et  la  trouvent  possible;  tandis  que  nous  n'y 
sommes  pas  forcés,  et  (jue  nous  la  trouvons  impossible  dans 
notre  espace.  J'ai  soutenu  que,  au  contraire,  rien  ne  forcerait 
les  habitants  du  pays  sphérique  à  supposer  une  troisième  dimen- 
sion, attendu  qu'ils  la  trouveraient  impossible,  exactement 
comme  nous  trouvons  impossible  une  quatrième  dimension; 
j'entends  non  pas  impossible  au  point  de  vue  logique,  mais 
impossible  seulement  comme  construction  représentable  dans 
l'espace  donné. 

Après  une  plaisanterie  quelque  peu  éléphantesrpie  sur  des 
baleines  socialistes  dans  une  mer  à  cpiatre  dimensions  remplie 
(ïeaif  sucrée  (^)  de  Fourier,  Lolze  entreprend  de  prouver, 
par  la  logi(jue,  que  toute  forme  d'intuition  qui  embrasse  le  sys- 
tème entier  des  relations  ordonnées  d'une  mulliplicilé  coexis- 
tante <^/o//  avoir  trois  dimensions.  On  pourrait  s'o{)poserà  toute 
tentative  de  ce  genre  pour  des  raisons  «/j/vo/y.-  ce  qui  appartient 
à  l'intuition  pure  ne  peut  guère,  semble-t-il,  être  déterminé  par 


(')  Auteur  d'un   roman  intitulé  Flatland  (pays  plat). 

{Note  de  l'auteur.) 
(*)  Spiritualists,  dans  le  texte.  Nous  traduisons  par  Spiritistes  au  lieu  de 
Spirites,  pour  nous  conformer  à  l'étymologie  {Spiritus  =  espiil  ). 

{.\i>te  ilu  1 1(1(1.) 
(3)  Ce  sont  deux  prestidigitateurs  qui  ont  rt'pélé  les  e\p<'riiMu-«'s  des  spiri- 
tistes, et  qui  ont  ainsi  expliqué  certains  phénomènes  prétendus  surnaturels 
par  la  Physique...   amusante.  {.\'ole  du  Irad.) 

(*)  En  français  dans  le  texte.  (  \ote  du  trad.) 
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un  raisonnement api-iori (*).  Mais  je  ne  dc\clop])crai pas  ici  cet 
argument;  j'essaierai  seulement  de  montrer  le  vice  parliculier 
de  cette  démonstration,  autant  que  le  permettra  son  ol)sciirité. 
Lotze  raisonne  comme  suit.  Dans  cette  discussion,  bien  que 
notre  terminologie  soit  nécessairement  empruntée  à  Tcspace, 
nous  avons  affaire,  en  réalité,  à  une  notion  beaucoup  plus 
générale.  Afin  de  conserver  Fliomogénéilé  des  dimensions, 
nous  supposons  que  la  diflerence  (distance)  entre  deux  élé- 
ments (points)  quelconques  de  notre  multiplicité  (pour  em- 
ployer le  terme  de  Riemann)  est  de  la  même  espèce  que  la 
dill'ércncc  entre  deux  autres  éléments  quelconques,  elcommen- 
surablc  avec  elle.  Prenons  une  série  d'éléments  à  des  distances 
successives  x,  et  tels  que  la  distance  entre  deux  quelconques 
soit  la  somme  des  distances  entre  les  éléments  intermédiaires. 
Une  telle  série  correspond  à  une  ligne  droite,  que  l'on  prend 
pour  axe  des  x.  Alors  une  série  OY  sera  dite  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  x,  OX,  si  les  dislances  de  cha(pie  élément  j^, 
sur  OY,  à  -h  mx  et  à  —  fnv  sont  égales.  Par  liypotlièse,  ces 
distances  sont  comparables,  et  qualitativement  semblables,  à  x 
et  k  y.  Tant  que  OY  n'est  définie  que  par  sa  relation  à  0\,  elle 


est  conceplucllemenl  unique.  Mais  supposons  maintenant  que  la 
même  relation  (pii  existe  entre  OX  et  OY  soit  possible  entre 
0\  et  une  nouvelle  série  OZ  ;  nous  obtenons  alors  une  troisième 
série  OZ,  perpendiculaire  à  OY,  et  encore  conceptuellement 
unique,  tant  qu'elle  est  définie  par  sa  relation  à  OY  seule.  Nous 


(')  Cf.  Ghassman.n,  Ausdchnungslehre  de  i844)  -'■*  l-cI.,  p.  xxni. 
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pourrions  concevoir,  de  la  même  manière,  une  (|uatrième 
lig^nc  OU  perpendiculaire  à  OZ.  Mais  il  est  nécessaire,  pour 
notre  dessein,  (jue  OZ  soit  perpendiculaire  à  OX  aussi  bien 
qu'à  OY.  Sans  cette  c<)nditi(iii,  (.)Z  pourrait  s'élendi»'  dans  un 
autre  monde,  et  n'avoir  aucune  relation  correspondante  avec 
OX  :  c'est  là  une  possibilité  qui  n'est  exclue  que  par  nos 
images  spatiales  inéluctables.  Dans  le  point  suivant  glt  le  nu^ud 
de  rarj.^ument.  Cet  axe  OZ,  dit  Lolze,  qui,  tout  en  étant  per- 
pendiculaire à  OY ,  est  aussi  [)erpendiculaire  à  OX,  doit  faire 
partie  de  la  série  des  OY,  car  ceux-ci  ne  sont  définis  que  par 
leur  perpendicularité  à  OX.  P(ir  consèqucul,  conclut-il,  il  ne 
peut  y  avoir  tout  au  plus  une  lioisième  dimension  (pie  si  OZ 
coïncide  avec  un  des  éléments  de  la  série  des  OY;  et  même,  du 
moment  que  OX  est  considéré  comme  fixe,  OZ  ne  pourra 
coïncider  ([u'avec  un  serti  de  ces  éléments. 

Il  est  difficile  (à  moi  du  moins)  d'accorder  une  valeur  quel- 
conque à  ce  raisonnement.  La  seule  manière  dont  je  puisse  me 
rexpli(pier  est  d'admettre  que  Lotze  a  méconnu  la  possibilité 
de  toute  infinité  autre  que  l'infinité  simple  (').  Dans  cette 
interprétation,  l'argument  peut  être  exposé  comme  il  suit  :  Il  y 
aune  série  infinie  d'axes  OY  variables  d'une  manière  continue; 
à  leur  propriété  commune  (-)  nous  en  ajoutons  une  autre  ( '), 
qui  divise  leur  nombre  total  par  l'infini.  L'axe  restant  OZ  doit 
donc  être  déterminé  d'une  manière  unique.  Mais  on  prouverait, 
par  des  arguments  du  même  genre,  que  deux  surfaces  ne  peu- 
vent se  couper  qu'en  un  seul  point,  et  une  infinité  d'autres 
absurdités.  En  réalité,  il  peut  y  avoir  des  infinis  de  dilîérents 
ordres.  Par  exemple,  le  nombre  des  j)oints  dans  une  ligne  peut 
être  pris  comme  une  infinité  simple,  et  de  même  le  nombre  des 
lignes  qui  dans  un  plan  passent  par  un  point  quelconque;  alors, 
par  multiplication,  on  trouve  (pie  le  nombre  des  points  d'un 
plan  est  une  infinité  double,  oc-,  et  si  l'on  divise  ce  noml)re  par 


(')  A  savoir  des  infinités  (ioubies,  tri|)les,  etc.  (infinis  d'infinis). 

(*)  A  savoir  d'èlrc  perpondiruiaiies  à  OX. 

(')  A  savoir  d'être  perpendiculaires  à  un  OY  (axe  (i\e). 

(  Ces  trois  iVotes  sont  du  M .  Couturat.  ) 
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iino  inlinité  simple,  il  reste  encore  un  nombre  infini  de 
points.  Ainsi  le  raisonnement  de  Lotze  suppose  ce  qu'il 
doit  prouver,  à  savoir  que  le  nombre  des  lignes  j)i'rpendicu- 
laires  à  une  ligne  donnée,  en  un  point  quelconque,  est  une 
infinité  simple,  ce  qui  écpiivaut  à  l'axiome  des  trois  dimensions. 
f^e  passage  tout  entier  est  si  obscur,  que  sa  signification  |)eut 
m'avoir  échappé,  l'^n  tout  cas,  il  est  évident  a  priori,  comme 
je  l'ai  montn';  en  commençant,  (pie  toute  démonstration  de 
cet  axiome  doit  contenir  qucKjue  paralogisme;  mais  Tinterpré- 
lation  que  je  viens  de  donner  de  cet  argument  est  la  seule  (|ue 
j'aie  pu  liouv(M\ 

9.5.  Le  reste  du  Chapitre  est  consacré  à  une  ci'ilique  des 
espaces  sphérique  etpsendo-sphérique,  sous  prétexte  qu'ils  sont 
incompatibles  avec  l'IiomogéiK'ilé  des  trois  dimensions  et  avec 
la  similitude  de  toutes  les  parties  de  l'espace,  (^ela  <'st  tout 
bonnement  faux.  De  tels  espaces  sont  partout  absolument  iden- 
tiques à  eux-mêmes,  comme  la  surface  d'une  s[ihèie.  Loize 
montre,  ici  et  ailleurs,  quil  n'a  pas  pris  la  peine  de  se  rendre 
Compte  de  ce  qu'est  réellement  la  Métagéométrie.  Je  pense  moi- 
même  (etj'ai  cherché  à  le  prouver  dans  cet  Essai)  que  la  con- 
grucnce  est  un  axiome  a  priori,  sans  lequel  la  Géométrie  serait 
impossible;  mais  le  désir  de  maintenir  cet  axiome  est  précisé- 
ment, r^otze  aurait  dû  le  savoir,  le  motif  qui  a  amené  la  Méta- 
géométrie à  se  restreindre  aux  espaces  à  courbure  constante. 
Nous  voyons  ici  combien  il  importait  de  distinguer  Ilelmholtz 
le  philosophe  et  Helmholtz  le  mathématicien.  Tandis  que  le  phi- 
losophe désirait  se  passer  de  la  congruence,  le  mathématicien  la 
retenait  et  y  insistait  avec  force,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le 
Chapitre  I.  Un  peu  plus  loin,  Lotze  montre  encore  à  quel  point 
il  a  été  égaré  par  la  malencontreuse  analogie  du  pays  sphérique. 
On  peut  com|)rendre,  dit-il,  une  surface  sphérique;  mais  com- 
ment peut-on  passer  de  celle-ci  à  un  espace  sphérique?  (3u  bien 
cette  surface  est  la  totalité  de  notre  espace,  comme  dans  le  pays 
sphérique,  ou  bien  elle  engendre  l'espace  par  le  fait  que  son 
rayon  va  croissant  graduellement.  Or  cet  ensemble  de  sphères 
concenti-irpies,    Lotze  le    montre    triomphalement,    engendre 
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nalurellement  l'espace  euclidien.  Mais  son  dileninie  est  com- 
p]«''temenl  et  enlièreiiifiil  faux,  et  n'aurait  jamais  pu  venir 
à  l'esj)rit  de  (|uel(pruM  (|iii  auiail  eu  nièin<'  une  connaissance 
superficielle  de  la  -Mélaj^ronictiie.  (-et  arj,^uinent  est  moins 
élaboré  que  le  premiei-,  (pii  s<'  trouve  répété,  dans  toute  sa 
nudité,  dans  la  dernière  phrase  du  (lliapilie  :  «.le  ne  puis  me 
persuader  (pi'on  puisse,  sans  les  éléments  de  Tespace  homogène, 
former  ou  délinii-  seulement  la  re[)résentation  (resj)aces  ln-té- 
rogènes,  ou  d'espaces  (pii  auraient  une  courbure  variable.  » 
Connue  si  de  tels  esj)aces  avaient  jamais  été  admis  par  la 
(  léonK'lrie  iiou-euclidieunel 

Poui'  conclure,  Lolze  exprime  l'espoir  (pie  la  Pliilosof)liie  ne 
se  laissera  pas  imposer  sur  ce  j)oint  par  les  Malhémali(pies.  il 
faut,  au  conlraiie,  se  réjouir  de  ce  (jue  les  Malbémaliques  ne  se 
soient  |)as  laissé  imposer  par  la  Philosophie,  et  (ju'i'lles  aient 
développé  librement  un  système  important  et  consé(pient  avec 
lui-même,  qui  mérite,  |)our  sa  subtile  analyse  des  éléments 
lo<^i(jues  et  de  fait,  la  gratitude  de  tous  ceux  qui  cherchent  une 
philosophie  de  l'espace. 

96.  Les  objections  faites  à  la  Géométrie  non-euclidienne  ({ue 
nous  venons  de  discuter  se  ramènent  à  (pialre  chefs  : 

I.  Les  espaces  non-euclidiens  ne  sont  pas  homogènes;  la 
Métagéomélrie  réalise  donc  indùmenl  l  es[)ace  ('). 

II.  Ils  implitjuenl  une  référence  à  la  quatrième  dimension. 

III.  Ils  ne  peuvent  pas  se  construire  sans  une  référence 
implicite  à  l'espace  euclidien,  ou  à  la  droite  euclidienne;  donc 
ils  en  dépendent. 

IV.  Ils  sont  contradictoires  d'une  ou  de  plusieurs  manières. 

Le  lecteur  (|ui  auia  reconnu,  avec  moi,  que  ces  quatre  objec- 
tions sont  mal  fondées,  n'aura  aucune  difficulté  à  écarter  n'im- 
porte quelle  autre  critique  adressée  à  la  Méta^n'ométrie, 
attendu  que  ce  sont  là,  à  ma  connaissance,  les  seuls  ar^aiments 
mathématiques  qui   aient   jamais  été  dirij;és  contre   les   non- 


(';  G'esl-à-iiire  fait  cit-  l'espace  une  eliose  réelle.     (Sa te  de  M.  Coultirat.) 
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euclidiens  (').  La  validité  logique  de  la  Mctagcomélric  et  la 
possibilité  mathématique  des  espaces  non-euclidiens  à  trois 
dimensions  seront  donc  regardées,  dans  tout  le  reste  de  TOu- 
vrage,  comme  suffisamment  établies. 

97.  On  peut  bien  encore  opposer  deux  autres  objections  à 
la  Métagéométrie,  mais  elles  ont  plutôt  une  portée  philoso- 
phique que  strictement  mathématique.  La  première,  que 
Delbœuf  a  prise  pour  base  d'opérations,  s'appli(jue  indinérem- 
ment  à  tous  les  espaces  non-euclidiens.  La  seconde,  cpii,  à  ma 
connaissance,  n'a  pas  été  souvent  employée  mais  qui  pourtant 
me  ])araît  mériter  une  mention,  porte  directement  contre  les 
espaces  de  courbure  positive  seuls;  mais  si  elle  pouvait  les  ruiner, 
elle  jetterait  un  doute  sur  la  méthode  par  laquelle  on  a  obtenu 
en  même  temps  tous  les  autres.  Ces  deux  objections  sont  : 

L  L'espace  doit  être  de  nature  à  permettre  la  similitude, 
c'est-à-dire  l'augmentation  ou  la  diminution,  dans  un  rapport 
constant,  de  toutes  les  lignes  d'une  figure,  sans  changer  les 
angles;  tandis  que,  dans  la  Géométrie  non-euclidienne,  les 
lignes,  comme  les  angles,  ont  une  grandeur  absolue. 

IL  L'espace  doit  être  infini,  tandis  que  les  espaces  sphé- 
rique  et  elliptique  sont  finis. 

Je  discuterai  la  première  objection  en  même  temps  que  les 
articles  de  Delbœuf  mentionnés  ci-dessus.  La  seconde,  qui,  à 
ma  connaissance,  n'a  pas  beaucoup  servi  aux  critiques,  sera 
mieux  à  sa  place  dans  le  Chapitre  IIL 

DELBŒUF. 

98.  Les  quatre  articles  de  Delbœuf  dans  la  Reçue  pliiloso- 
phique    contiennent  beaucoup    de    choses    qui    ont  déjà   été 

(1)  Voir  spécialement  Stallo,  La  Matière  et  la  Physique  moderne 
{Bibliothèque  scientifique  internationale,  Alcan,  Cliap.  XllI  et  XIV); 
l^ENOUViKR,  Philosophie  de  la  règle  et  du  compas  (Année  philosophique, 
t.  IF,  i(S9i);  Delbœuf,  L'ancienne  et  les  nouvelles  géomctries  {Revue 
philosophique,  t.  XXXVI-XXXIX  ). 


EXPOSÉ   CRITIQL'E    DE   QUELOtES   THEORIES    PHItOSOPHIQlES,    ETC.  I '|  I 

traitées  dans  notre  critique  de  Lotze,  et  beaucoup  d'autres  qui 
sont  étrangères  à  notre  sujet  présent.  Le  seul  point  que  je 
veuille  discuter  ici  est  la  question  de  la  grandeur  absolue, 
comme  il  Tappelle,  c'esl-à-dire  la  ([ueslion  de  savoir  si  la  possi- 
bilité de  ligures  géométrI(jues  semblables,  mais  inégales,  peut 
être  connue  a  priori  (  '  ). 

En  discutant  cette  question,  il  importe,  tout  d'abord,  de  dis- 
tinguer clairement  le  sens  dans  lecjuel  la  grandeur  absolue  est 
requise  en  (iéomélrie  non-euclidienne,  d'un  autre  sens  dans 
lecjuel  il  serait  absurde  de  regarder  une  grandeur  quelconque 
comme  absolue.  Les  jugements  de  grandeur  ne  peuvent  résulter 
que  de  la  comparaison,  et  si  la  Métagéométrie  exigeait  des  gran- 
deurs qui  pussent  être  déterminées  sans  comparaison,  elle  méri- 
terait certainement  d'être  condamnée.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi. 
Tout  ce  qu'elle  postule,  c'est  qu'il  soit  impossible,  sans  altérer  le 
reste  de  l'espace,  de  cbanger  la  grandeur  d'une  ligure  quel- 
conque, par  rapport  à  d'autres  figures,  tout  en  laissant  inva- 
riables les  grandeurs  relatives  internes  de  ses  parties.  Cette 
construction,  qui  est  possible  en  Géométrie  euclidienne,  est 
impossible  en  Métagéométrie.  Nous  avons  à  examiner  si,  par 
une  telle  impossibilité,  les  espaces  non-euclidiens  sont  enUicbés 
d'un  vice  logique. 

L'opinion  de  Delbœuf  sur  cet  axiome  (qu'il  appelle  le  pos- 
tulat de  l'homogénéité)  (^)  est  que  toute  Géométrie  le  pré- 
suppose nécessairement,  et  que,  en  conséquence,  la  Métagéo- 
métrie, quoique  logiquement  valable,  dépend  logiquement  de  la 
Géométrie  euclidienne,  et  ne  peut  efl'ectuer  ses  constructions 
que   dans   un   espace   euclidien   «  bomogéne  »  (').    Il  paraît 

(')  Delbœuf  a  eu  le  mérite  de  fonder,  dès  1860,  dans  ses  Prolégomènes 
philosophiques  de  la  Géométrie,  la  Géométrie  euclidienne  sur  cet  axiome, 
qui  est  assurément,  à  première  vue,  un  meilleur  fondement  que  l'axiome  des 
parallèles. 

(*)  Il  ne  faut  pas  confondre  ce  sens  de  riiomogénéité  avec  le  sens  que  j'ai 
donné  à  ce  mot.  Dans  le  sens  de  Delbœuf,  il  signifie  que  les  figures  peuvent 
être  semblables,  quoique  de  dilférentes  grandeurs;  dans  mon  sens,  il  signifie 
que  les  figures  peuvent  être  égales,  quoique  en  des  lieux  dilTorenls.  Cette  der- 
nière propriété  de  l'espace  est  appelée  par  Delbœuf  isogéiiéité. 

(')  Hevue philosophique,  t.  XXWIl,  p.  38o-J8i. 
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croire,  néanmoins,  que  l'homogénéité  (prise  dans  son  sens)  est 
une  donnée  de  Texpéricnce,  bien  qu'il  ne  soit  pas  très  explicite 
sur  ce  point  (').  l'^n  tout  cas,  on  n'en  trouve,  dans  ses  arlicles, 
aucune  preuve  a  prioji.  On  sait  par  expérience,  cliacnn  lad- 
ineltra,  que  la  similitude  est  possible  dans  les  limites  de  Tol)- 
servation;  mais  le  fait  que  cette  possibilité  s'étend  aux  cailes 
de  riùat-Major,  qui  pourtant  représentent  une  surface  s|)hé- 
rique,  devrait  nous  faire  prendre  garde  d'induire  de  celte 
donnée  la  certitude  de  la  Géométrie  euclidienne  pour  les 
ri<rures  de  grandes  dimensions.  D'ailleurs,  si  riiomoiiénéité  est 
empirifpir,  la  Métagéométrie,  (pii  s'en  passe,  n'est  ])as  néces- 
sairement dans  une  dépendance  logique  à  l'égard  d'Euclide, 
puisque  Thomogénéité  et  l'isogénéilé  sont  logiquement  sépa- 
rables.  Je  supposerai  donc,  comme  la  seule  thèse  qui  puisse 
intéresser  notre  raisonnement,  (pie  l'homogénéité  est  regardée 
comme  a  priori,  et  comme  logicpiement  essenlielle  à  la  (léo- 
métrie. 

99.  Nous  avons  vu,  en  discutant  les  idées  d'h>rdmann  sur  le 
jugement  de  grandeur,  que,  dans  Tespace  non-euclidien  comme 
dans  l'espace  euclidien,  une  variation  de  toutes  les  quantités 
spatiales,  dans  le  même  rapport,  ne  serait  pas  un  changement 
du  tout;  les  rapports  de  toutes  les  grandeurs  à  la  constante 
spatiale  resteraient  invariables,  et  la  constante  spatiale,  en  tant 
qu'étalon  ultime  de  comparaison,  ne  peut  avoir  aucun(^  gran- 
deur, excepté  par  comparaison  avec  les  autres  grandeui's  de 
son  propre  espace.  Les  grandeurs  absolues  de  la  Métagéomé- 
trie ne  sont  donc  absolues  que  par  rapport  à  une  autre  gi-an- 
deur  particulière,  et  non  par  rapport  à  d'autres  grandeurs  en 
général.  S  il  n'en  était  pas  ainsi,  cela  contredirait  la  nature 
comparative  du  jugement  de  grandeur,  et  la  Métagéométrie 
uiétri(jue  deviendrait  absurde.  Mais,  telle  qu'elle  est,  elle  ne 
dillere  de  la  (îéom(!'trie  euclidienne  qu'en  ceci  :  En  Métagéo- 
métrie nous  avons  (ce  que  nous  n'avons  pas  dans  lùiclide^  un 
étalon  de  comparaison  inq)li(|ué  dans  la  nature  de  notre  espace 


\iiir  Jlcviie  pliilosoiiliiijiit'.  l.  \\\\  IH.  p.   \>.^. 
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considéré  comme  un  loiil,  (jiroii  a|)|)olle  la  constante  spatiale. 
Il  s'agit  d'examiner  si  radmission  (riin  tel  étalon  imj)li(jue  une 
réalisation  illé«i^itime  de  r<'s|»ae('. 

Je  ne  crois  pas  (ju'il  eu  soit  ainsi,  i^n  elfcl,  une  réalisutioFi 
illé<^itime  de  res|)aei'  ne  se  produii'ait  (jue  si  Ton  ne  pouA^il  ' 
plus  reiiarder  la  position  eonim«"  complètement  relative,  et/ 
comme  pouvant  rlir  _i;é(»nit''tri((uemcnt  délinie  par  ses  seulôS/  ^^/  ^y 
distances  à  d'auli-es  positions.  Mais  tous  les  espaces  de  cour-  /  ^/ 
bure  constante  respectent  la  lelativité  de  la  position,  nous 
Tavons  suflisamment  vu,  car,  dans  tous  ces  espaces,  l(»s  positicujs 
iK'  peuvent  rire  i;romélri(piem(Mit  définies  (pie  par  rapport  à 
d'autres  positions  (' ).  Cette  séiie  de  définitions  peut  conduire 
à  une  réi,^ression  à  l'infini,  mais  elle  peut  aussi,  comme  dans 
l'espace  spliéricpie,  former  un  cercle  vicieuv,  et  revenir  à  al 
position  d'où  elle  était  partie.  Lue  telle  marche  ne  paraît  im- 
pli<pier  aucune  réalisation  de  l'espace,  ni  confc'rer  à  de  pures 
relations  aucune  existence  indépendante.  La  Métai;éométrie 
tout  entière,  en  un  mot,  est  un<^  preuve  que  la  relativité  de  la 
position  est  compatible  avec  la  grandeur  absolue,  dans  le  seul 
sens  reipiis  par  les  espaces  non-euclidiens.  Il  faut  donc  conclure 
qu'il  n'y  a  dans  l'absence  d'homogénéité  (au  sens  de  DelIxjiMif  ) 
rien  d"incom[)atible,  soit  avec  la  nature  relationnelle  de  Tes- 
paei',  soit  avec  la  nature  comparative  de  la  grandeur.  (Jette 
dernièr(.'  objection  «  yj/7'0/7' contre  la  Métagéométrie  ne  peut, 
par  suite,  être  maintenue,  et  la  cpiestion  ne  p(Mil  étie  tranchée 
(pie  par  des  raisons  d'ordre  empirique. 

100.  Les  fondements  de  la  Géométrie  ont  été  en  l'rance 
l'objet  d'un  grand  nombre  de  recherches  récentes,  qui  paraissent 
mériter  (piehpie  attention.  Mais  malgré  lesplendide  travail  que 
les  Fran(;ais  ont  accompli  sui'  la  (piestion  connexe  du  noml)re  et 
de  la  grandeur  continue,  je  ne  puis  me  persuader  (piils  aient 
réussi  à  faire  faii'e  de  notables  progrès  à  la  philosophie  tie  la 
Géométrie.  Les  principaux  auteurs  ont  été,  du  cùté  des  malhé- 


(';   t'our   la  (iéinonslialion   coinpièlc  de  cette  pioposilioii,   voir   le    Clia- 
|)itic  lit. 
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maticiens,  Calinon  et  Poincaré;  du  côté  des  philosophes, 
Renouvier  et  Delbœuf  ;  et,  comme  intermédiaire  entre  les  Ma- 
thématiques et  la  Philosophie,  Lechalas. 

JNI.  Calinon,  dans  un  intéressant  article  sur  V Indétermina- 
tion géométrique  de  l'Univers  (  '  ),  soutient  qu'une  Géométrie 
quelconque  peut  s'applicjuer  au  monde  réel  moyennant  une 
hypothèse  convenable  sur  la  marche  des  rayons  lumineux.  I^^n 
v'^^  ^  ^  effet,  la  Terre  seule  nous  est  connue  autrement  que  par  l'Op- 
tique, et  la  Terre  n'est  qu'une  partie  infiniment  petite  de  l'Uni- 
vers. Cet  ordre  d'arguments  a  déjà  été  discuté  à  propos  de 
Lotze;  mais  Calinon  ajoute  cette  nouvelle  hypothèse,  que  la 
constante  spatiale  varie  peut-être  avec  le  temps.  Cela  implique- 
rait, entre  l'espace  et  les  autres  choses,  une  relation  causale  qui 
paraît  difficilement  concevable,  et  qui,  si  on  la  regardait  comme 
possible,  ruinerait  infailliblement  la  Géométrie,  car  la  Géo- 
métrie repose  entièrement  sur  Fliypothèse  que  la  Causalité  n'a 
rien  à  y  voir  (-).  D'ailleurs,  toutes  les  opérations  de  mesure 
prennent  un  certain  temps;  si  nous  ne  savions  pas  que  l'espace 
est  resté  invariable  pendant  l'opération,  il  est  difficile  de  voir 
comment  nos  résultats  pourraient  être  dignes  de  foi,  et  com- 
ment, par  conséquent,  on  pourrait  découvrir  une  variation  du 
paramètre  spatial.  En  fait,  on  se  heurte  aux  mômes  difficultés 
que  celles  qui  prqvienncnt  de  la  supposition  que  l'espace  n'est 
pas  homogène. 

M.  Poincaré  soutient  que  la  question  de  savoir  si  c'est 
Euclide  ou  la  Métagéométrie  qu'on  doit  adopter  est  une  ques- 
tion, non  de  vérité,  mais  de  commodité  et  de  convention;  les 
axiomes  sont  des  définitions  déguisées,  et  le  choix  entre  ces  défi- 
nitions est  arbitraire.  Cette  thèse  a  été  discutée  dans  le  Cha- 
pitre I  à  propos  de  la  théorie  de  la  distance  de  Cayley,  dont 
on  pourrait  le  déduire. 

M.  Lechalas  est  un  disciple  philosophique  de  M.  Calinon. 
C'est  un  rationaliste  du  type  pré-kantien,  mais  qui  croit  à  la 
validité  de  la  Métagéométrie.  Il  prétend  que  la  Géométrie  peut 


(')  lievue  philosophique,  t.  XXXVI,  p.  595-607. 

(■- )    ]'oir  Cliap.  III,  spécialement  §   I3J. 
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se  passer  de  tous  les  posUilals  [nirement  spatiaux,  et  se  fonder 
uniquement  sur  les  axiomes  de  la  grandeur  ('),  qui,  dans  son 
opinion,  sont  purement  analyti(jucs.  Le  principe  de  contradic- 
tion est,  pour  lui,  le  seul  etuni(jue  critérium  d(;  la  vérit»'*;  nous 
déduisons  de  nos  prémisses  de  longues  chaînes  de  raisonne- 
ments, pour  voir  s'il  en  résultera  (pielque  contradiction.  On 
peut  objecter  à  cette  théorie  ([ue,  si  elle  évite  de  rendre  la 
Géométrie  p^énérale  loi^i([iiemeut  empirique,  elle  la  rend  seule- 
ment empiri<piement  lo<^^i(pie;  en  fait,  ce  serait  nécessairement 
le  sort  de  tout  élément  de  la  connaissance  a  priori,  si  Tabsence 
de  contradiction  était  le  seul  critérium  de  la  vérité.  Cc[)endant, 
dans  le  cas  de  la  Géométrie  non-euclidienne,  M.  Lechalas 
admet  aussi  la  complète  correspondance  entre  les  théorèmes 
euclidiens  et  non-euclidiens,  comme  une  preuve  (jue  les  deux 
Géométries  sont  à  la  fois  ou  conséquentes  ou  contradictoires.  Il 
conclut,  par  suite,  que  la  Géométrie  générale  est  apodictique, 
bien  que  l'espace  de  notre  monde  réel  soit  contingent,  comme 
tous  les  autres  phénomènes. 

Delbœuf  critique  l'espace  non-euclidien  d'un  point  de  vu<' 
ultra-réaliste  :  il  prétend  que  l'espace  réel  n'est  ni  homogène 
ni  isogène,  mais  que  l'espace  conçu,  qui  est  tiré  par  abstrac- 
tion de  l'espace  réel,  possède  ces  deux  propriétés.  Il  ne  donne 
aucune  justification  de  son  espace  réel,  qu'il  parait  admettre 
dans  un  esprit  de  réalisme  naïf,  et  il  ne  montre  pas  comment  il 
a  acquis  cette  connaissance  intime  de  sa  constitution  (-),  Ses 
arguments  contre  la  Métagéométrie,  dans  la  mesure  où  ils  ne 
sont  pas  des  répétitions  de  ceux  de  Lotze,  ont  été  discutés  ci- 
dessus. 

Enfin  M.  Renouvier  est  un  néo-kantien,  plus  on  moins  or- 
thodoxe. Ses  opinions  sur  l'importance  de  la  distinction  des 
jugements  synlhéti(jues  et  analytiques,  en  Géométrie,  ont  été 


(')  Pour  l'appréciation  de  celte  opinion,  voir  les  discussions  précédentes 
sur  Riemann  et  Erdniann. 

(*)  Cf.  GoUTURAT,  De  l'jnjiai  mathématique,  p.  54i.  l'aiis,  Félix  Afcan. 
189G. 

R.  i« 
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disculces,  en  moine  temps  que  celles  de  Kanl,  au  commence- 
menl  du  présent  Cliapitre  (  '). 

101.  Avant  de  passer  aux  raisonnements  positifs  du  Cha- 
pitre suivant,  nous  allons  essayer  de  résumer  brièvement  les 
théories  cpii  ont  été  invoquées  sous  forme  polémicpie  dans  la 
revue  criti({ue  que  nous  venons  de  clore.  ISous  avons  été  d'ac- 
cord avec  Kant  pour  adopter,  comme  critérium  de  Va  priori, 
la  nécessité  pour  toute  expérience  possible,  mais  nous  avons 
refusé  de  discuter,  quant  à  présent,  la  connexion  de  \'a  priori 
avec  le  subjectif,  vu  que  nous  considérons  le  critérium  pure- 
ment logi({ue  comme  suffisant  pour  nos  besoins  immédiats. 
Nous  avons  aussi  refusé  d'attacher  de  Timportance  à  la 
distinction  des  jugements  analytiques  et  synthétiques,  parce 
(ju'elle  paraît  s'applicjuer,  non  à  des  jugements  différents, 
mais  seulement  à  différentes  faces  de  chaque  jugement. 

Nous  avons  discuté  ensuite  les  efforts  faits  par  Ilicmann  pour 
idenlilier  les  éléments  empiriques  de  la  fiéométrie  avec  les  élé- 


(  'j  Voici  une  liste  des  travaux  français  les  plus  importants  sur  la  Pliilo- 
sopliie  de  la  Géométrie,  dans  la  mesure  où  j'en  ai  connaissance  : 

Andrade,  Les  bases  expérimentales  de  la  Géométrie  euclidienne  (Revue 
philosophique  ;  1890,  II,  et  1891,  I). 

BoNNEL,  Les  hypothèses  dans  la  Géométrie.  Gauthier-\  illars  ;  1897. 

Abbk  DE  Bkoglik,  La  Géométrie  non-euclidienne  ;  deux  articles  (Annales 
de  Philosophie  chrétienne;  1890). 

Cm. INOX,  Les  espaces  p:éométriques  (  Revue  philosophique  :  I,  1889,  et  II, 
1891  I. 

Sur  r indétermination  géométrique  de  V univers  {ibid.;  II.  189'!). 

CoiTURAT,  L^ Année  philosophique  de  F.  Pillon  (Revue  de  Métapliy— 
sique  et  de  Morale;  janvier  1893). 

Note  sur  la  Géométrie  non-euclidienne  et  la  relativité  de  l'espace 
{ibid.:  mai   i89'>). 

Etudes  sur  r  espace  et  le  temps  (/^iV/.  ;  sej^tembre  1896). 

Delboi-:(  I",  L'ancienne  et  les  nouvelles  Géoiyiétries;  quatre  articles  (Re- 
vue philosophique;  1893-1895). 

De  Tii.LY,  Recherches  sur  les  éléments  de  la  Géométrie.  Bruxelles, 
Bruyiant-Cliristophe  et  G''';  Paris,  Gh.Tanera;  1860. 

Essai  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie  et  de  la  .Méca- 
nique. Bordeaux,  Gounouilliou  ;  1879. 

Essai  de  Géométrie  analytique  générale  [Mémoires  couronnés  et  autres 
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ineiils  qu'on  ne  peut  déduire  des  idées  de  grandeur,  et  nous 
avons  reconnu  que  celle  identification  était  due  à  une  confu- 
sion touchant  sur  la  nature  de  la  grandeur;  car  les  jugements 
de  grandeur,  avons-nous  dit,  postulenl  toujours  (juel(|ue  hase 
qualitative,  qui  n'est  pas  ex})riniahle  (pianlilativenient. 

En  critiquant  Ilehuhollz,  nous  avons  reconnu  que  la  Méca- 
nique présup[)ose  logi(pienient  la  Géométrie,  (|uoiquc  l'espace 
présup])os<'  la  matière;  mais  (pie  celte  matière  cpie  l'espace 
])rèsuj)pose,  et  à  la(pielle  la  (iéomélrie  se  réfère  indirectement, 
est  une  matière  plus  ahstraite  que  celle  de  la  Mécani<pie,  une 
matière  privée  de  force  et  de  qualités  causales,  et  douée  seule- 
ment des  alliii)uls  purement  spatiaux  recjuis  pour  la  possihilité 
des  ligures  s{)aliales.  Mais  nous  avons  accordé  (jue  la  Géométrie, 
(piand  on  s'en  serl  dans  les  Malhémali(pies  a[)pli<piées  ou  dans 
la  vie  courante,  postule  quelque  chose  de  plus  :  elle  postule,  en 
elTet,  un  moyen  qui  permette  de  découvrir,  dans  la  matière 
plus  concrète  de  la  Mécanique,  soit  un  corps  rigide,  soit  un 
corps  qui  s'écarte  de  la  rigidité  suivant  une  loi  déterminahle 


Mémoires  publics  par  l' Académie  royale  de  Belgique,  t.  XL\  II  (  |)ié<ent«'' 
à  la  Gla*si'  «les  Scionccs,  le  lo  mai  i8<).>.).  Publié  en  supplément  à  Matliesis 
(Gaïul,  Iloste;  Paris,  Gauthier-\'illars)  ;  décembre  189ÎJ. 

l.ECHAU.vs.  La  Géométrie  générale  (Crifirjue  p/tiloso/diique ;  i8S()i. 

La  Géométrie  générale  et  les  jugements  synttiétiejues  a  priori,  el 

Les  bases  expérimentales  de  la  Géométrie^  Revue  philosophique;  iSgo,!!). 

M.  Delba'uf  et  le  problème  des  mondes  semblables  {ibid.;  iHyi,  I). 

\ote  sur  la  Géométrie  non-euclidienne  et  le  princi/>e  de  similitude 
{ lievue  de  Métaphysique  et  de  Morale;  mais  iHçji). 

La  courbure  et  la  distance  en    Géométrie  gé/iérale  {ibid.;  mars  1896). 

La  Géométrie  générale  et  V intuition  (.in/iales  de  Philosophie  chré- 
tienne; i8«)o). 

Étude  sur  l'espace  et  le  tem/>s.  Paris.  Alcaii;   iStjCt. 

Identité  des  plans  de  Jiiemann  et  des  sphères  d'Iùulide  (ap.  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  liruxelles,  l.  X\,  >."  partie;  189O.  Reprotluit 
en  annexe  au  journal  Mathesis  de  février  1897,  avec  réponse  de  M.  Mwsion)'. 

Lr.VRU,  Des  définitions  géométriques  et  des  déjinitions  empi/iques, 
■>."  édition.  Paris,  Alcan  ;  18H8. 

Mansion,  Premiers  /trincipes  de  la  Métagéométrie  ou  Géométrie  géné- 
rale (deux  articles  de  la  Pevue  néo-scolastique ;  mai  et  août  iSijd.  Publics 
séparément,  Gaulliier-\  illars;  189G). 

Notes  sur  la  Géométrie  euclidienne  et  sur  la  (Jéométrie  non-eucli- 
dienne (ap.  Annales  de  la  Société  scientifque  de  liruxelles,  t.  \I1I,  \IV, 
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par  expérience.  En  conséquence,  c'est  la  mensuration  actuelle 
que  nous  sommes  convenus  de  regarder  comme  empiri(|uc. 

Nos  conclusions,  au  sujet  de  l'empirisme  de  lliemann  et  de 
Helmholtz,  ont  été  confirmées  par  notre  critique  d'b>rdniann. 
Nous  avons  eu  ensuite  à  acconq)lir  une  tache  opposée,  en  dé- 
fendant la  Métagéométric  contre  Lotze.  Nous  avons  vu  alors 
(ju'il  y  a  deux  sens  dans  lesquels  la  Métagéométric  est  possible. 
Le  premier  se  rapporte  à  notre  espace  actuel,  et  soutient  qu'il 
peut  avoir  une  constante  spatiale  très  petite;  le  second  se  rap- 
porte à  la  théorie  philosophique  de  l'espace,  et  affirme  une 
possibilité  purement  logique,  qui  laisse  à  rexpéricncc  le  soin 
de  décider,  si  elle  est  réalisée.  Nous  avons  vu  aussi  que  les 
objections  mathématiques  de  Lotze  provenaient  d'une  connais- 


\V.  1888-1890,  et  de  nombreux  articles  dans  le  même  Ilecucil,  t.  XIX,  XX, 
XXI}.  Dans  Mathesis,  t.  \  II  et  VIII,  et  dans  la  Revue  des  questions  scien- 
tifiques, t.  XXXVII,  précieuse  bibliographie. 

iMiLiiALD,   La  Géométrie    non-euclidienne  et  la  théorie  de  la  connais- 
sance {Revue  j)liilosophique  ;  1888,  I). 

I^OINCARK,    Les  Géométries  non-euclidiennes    \  ap.    Revue   générale   des 
Sciences  pures  et  appliquées  (i5  décembre  1891)). 

VEspace  et  la   Géométrie   (Revue   de  Métaphysique  et  de  Morale  ;  no- 
vembre 1895). 

Réponse  ci  quelques  critiques  {ibid.;  janvier  1897). 

Renouvier,   Philosophie   de    la  règle   et  du  compas  {Critique  philoso- 
phique ;  1889,  et  V Année  philosopldque,  a*  année;  1891). 

SoREL,  Sur  la  Géométrie  non-euclidienne  {Revue  philosophique  ;  1891,  I  ). 

Tannerv  (Paul),  Théorie  de  la  connaissance  mathématique  {Revue phi- 
losophique; 1894^  II)- 

Note  du  traducteur  :  Cf.  les  analyses  du  présent  Ouvrage,  par  M.  Lecha- 
LAS,  ap.  Annales  de  Philosophie  chrétienne  (août-décembre  1898),  et  par 
M.  Couturat,  ap.  Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale  (mai  1898);  nn 
article  de  M.  GouTURAT,  Sur  les  Rapports  du  Nombre  et  de  la  Grandeur. 
a\).  Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale  (juillet  1898),  à  propos  d'un  article 
de  M.  RussELL  :  On  the  Relations  of  Number  and  Quantity,  ap.  Mind,  t.  IV 
(nouv.  série);  deux  articles  de  M.  Lechalas,  Sur  Vaxiome  de  Libre  Mobi- 
lité d'après  M.  Russell,  et  de  M.  Russell  :  Les  axiomes  propres  à  Euclidc 
sont-ils  empiriques?  ap.  Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale  (no- 
vembre 1898);  enfin,  un  article  critique  de  M.  PoincarÉ  :  Des  fondements 
de  la  Géométrie,  à  propos  d'un  livre  de  M.  Russell  {Revue  de  Métaphy- 
siquc  et  de  Morale;  mai  1899),  la  réponse  de  M.  Russell  :  Sur  les  axiomes 
de  la  Géométrie  {ibid.;  nov.  1899)  et  la  réplique  de  M.  Poincaré  {ibid.; 
janv.  1900). 
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sance  insuftîsante  du  sujet,  et  pouvaient  toutes  être  réfutées  par 
une  plus  grande  connaissance  de  la  Métagéoniétrie. 

Eniin,  nous  avons  discuté  la  ipicstion  de  la  grandeur  absolue, 
et  nous  n'y  avons  trouvé  aucun  obstacle  logi(jue  au\  espaces 
non-euclidiens.  Aussi  notre  concUision,  dans  la  mesure  où  il 
nous  est  déjà  permis  d'en  formuler  une,  est  que  tous  les  espaces 
qui  ont  une  constante  sj)atiale  sont  admissibles  a  priori^  et 
que  1  expérience  seule  peut  décider  entre  eux.  Nous  avons 
reconnu,  d'autre  part,  (pie  des  espaces  sans  constante  spatiale, 
c'est-à-dire  des  espaces  (pii  n«'  seraient  pas  [)artout  bomogénes, 
sont  logicpiement  inadmissibles  et  impossibles  à  connaître,  et 
doivent,  par  suite,  être  condamnés  a  priori.  La  démonstration 
positive  de  cette  tbèse  fera  Tobjet  du  Cbapitre  suivant. 


CHAPITRE  III. 

SECTION  A. 

LES  AXIOMES  DE  LA  GÉOMÉTRIE  PROJECTIVE. 


102.  Comme  on  Ta  vu  dans  le  Chapitre  I,  la  Géométrie 
projective  proprement  dite  n'emploie  pas  le  concept  de  gran- 
deur et,  par  suite,  ne  postule  pas  ces  axiomes  qui  étaient  recpiis, 
dans  les  systèmes  de  la  seconde  période  (période  niétri(]ue), 
uniquement  pour  rendre  possible  l'application  de  la  grandeur 
à  Fespacc.  Mais  nous  avons  vu  aussi  que  la  réduction  des  pro- 
priétés métriques  aux  propriétés  projectives,  effectuée  par 
Cayley,  est  purement  technique  et  na  aucune  portée  philoso- 
phique. Or  c'est  par  les  propriétés  métriques  seules  que  dif- 
fèrent les  espaces  euclidien  et  non-euclidiens,  en  faisant  abstrac- 
tion de  l'exception  que  comporte  l'axiome  de  la  ligne  droite, 
et  qui,  d'ailleurs,  présuppose  elle-même  des  propriétés  mé- 
triques (').  Par  conséquent,  les  propriétés  dont  s'occupe  la 
Géométrie  projective  (en  tant  qu'elles  sont  obtenues  sans  em- 
ployer les  imaginaires),  sont  communes  à  tous  les  espaces. 
Enfin,  les  différences  qui  apparaissent  entre  les  Géométries  des 
différents  espaces  de  même  courbure  (par  exemple  entre  les 
Géométries  du  plan  et  du  cylindre),  sont  des  différences  dans  les 
propriétés  projectives  (^).  Ainsi  la  nécessité  qui  s'impose,  en 
Géométrie  métrique,  d'attribuer  à  l'espace  d'autres  ({ualités,  en 
plus  de  la  courbure  constante,  disparaît  lorsque  notre  espace 
général  est  défmi  par  des  propriétés  purement  projectives. 


(')  Voir,  plus  bas,  V-lxiome  de  la  distance,  dans  la  section  B  de  ce  Cha- 
pitre. 

{- )  Ainsi,  sur  un  cylindre,  deux  géodésiques,  par  exemple  une  génératrice 
et  une  hélice,  peuvent  avoir  un  nombre  quelconque  de  points  d'intersection, 
ce  qui  constitue  une  différence  très  importante  avec  le  plan. 
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103.  Nous  avons  donc  de  bonnes  raisons  pour  présumer  (jue 
les  axiomes  de  la  Géomélrie  projective  seront  l'expression  la 
plus  simple  et  la  plus  complète  des  conditions  indispensables 
de  tout  raisonnement  i^éométrique,  et  cette  présomption,  j'es- 
père, ne  sera  [)as  déçue.  On  liouvera,  si  j(;  ne  me  trompe,  que 
la  Géométrie  projective,  en  tant  (prcllc  traite  seulement  des 
propriétés  communes  à  tous  les  espaces,  est  entièrement  a 
priori^  qu'elle  n'emprunte  rien  à  l'expérience,  et  (pi'elle  a  |)Our 
objet,  comme  rAritliméti(jue,  une  création  de  rentendcment 
pur.  S'il  en  est  ainsi,  c'est  là  cette  branche  des  Mathémati<pies 
pures  dont  Grassmann  a  })ressenti  la  possibilité  dans  son  Aus- 
deltiiungsleJnw  de  i844?  et  qu'il  essaya,  par  une  tentative  l)ril- 
iante,  mais  mancpiéc,  de  construire  sans  aucun  appel  à  l'espace 
de  l'intuition. 

lOi.  Malheureusement,  la  tache  de  découvrir  les  axiomes  de 
la  CJléométrie  projective  est  loin  d'être  facile.  Ils  n'ont  trouvé 
jusqu'à  présent  ni  un  Riemann,  ni  un  Ilelndioltz  pour  les  for- 
muler philosophiquement.  Bien  des  géomètres  ont  construit 
des  systèmes  qu'ils  ont  prétendus  exempts  de  présuppositions 
métriques,  et  qui  le  sont  réellement,  si  on  les  interprète  avec  un 
soin  suffisant.  Mais  ces  présupposilions  soFit  tellement  enraci- 
nées dans  tous  les  éléments  de  la  Géométrie  que,  pour  les  éli- 
miner, il  faudrait  reconstruire  l'édifice  géométrique  tout  entier. 
C'est  ainsi  qu'Euclide,  par  exemple,  traite,  dès  le  début,  de 
l'égalité  spatiale  :  il  emploie  le  cercle,  qui  est  nécessaireinent 
défini  au  moyen  de  l'égalité  des  rayons,  et  il  fonde  toutes  ses 
propositions  ultérieures  sur  la  congruence  des  triangles,  étu- 
diée dans  le  P'"  Livre  (*).  Aussi,  avant  d'employer  une  propo- 
sition élémentaire  quelconque  d'Kuclide,  même  dans  le  cas 
où  il  exprime  une  propriété  projective,  on  doit  prouver  que 
la  propriété  en  question  peut  se  démontrer  par  les  méthodes 


(>)  Cf.  Chemona,  Géométrie  projective  (Clarendon  Press,  i'  édil.;  1893), 
p.  5o  :  «  La  plupart  des  propositions  des  Eléments  d'Euclide  sont  métriques, 
et  il  n'est  pas  facile  de  trouver  parmi  elles  un  exeuiplc  de  ihéorcme  purement 
descriptif.   < 
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projoclives.  C'est  ce  que  n'ont  pas  fait,  en  g'énéral,  les  géo- 
mètres projectifs,  qui  ont  trop  souvent  supposé,  par  exemple, 
qu'on  peut  établir  par  leurs  principes,  d'une  manière  satisfai- 
sante, la  construction  du  quadrilatère  (qui  leur  sert  à  introduire 
les  coordonnées  projeclives,  comme  on  l'a  vu  dans  le  Cha- 
pitre I),  ou  le  rapport  anharmonique,  qui  paraît  métrique 
au  premier  abord.  Pourtant  ces  deux  suppositions  peuvent  se 
justifier,  et  l'on  peut  admettre,  par  consé([uent,  que  c'est  à  bon 
droit  que  la  Géométrie  projective  prétend  être  logir|uemenl 
indépendante  de  la  mesure  ou  de  la  congruence.  Voyons  donc 
comment  cela  peut  se  faire. 

105.  En  premier  lieu,  il  importe  de  bien  comprendre  rjue. 
lorsqu'on  emploie  des  coordonnées  en  Géométrie  projective, 
ce  ne  sont  pas  des  coordonnées  dans  le  sens  métrique  ordinaire, 
c'est-à-dire  les  mesures  numériques  de  certaines  grandeurs  spa- 
tiales, l^^lles  forment,  au  contraire,  un  ensemble  de  nombres, 
assignés  arbitrairement,  mais  systématic|ucmcnt,  aux  dilférents 
points,  comme  les  numéros  des  maisons  dans  une  rue,  et  qui. 
au  point  de  vue  philosophique,  servent  seulement  de  désigna- 
tions conunodes  pour  les  points  qu'on  veut  distinguer  dans  les 
recherches.  Mais,  en  fait,  si  Falphabet  n'était  pas  si  court,  on 
pourrait  les  remplacer  par  des  lettres,  comme  dans  Euclide. 
Nous  avons  déjà  examiné,  dans  le  Chapitre  I,  comment  on  les 
introduit  et  ce  qu'elles  signifient.  Nous  n'avons  ici  qu'à  rap- 
peler une  remarque  dont  foubli  a  produit  bien  des  contresens. 

106.  La  distinction  entre  les  divers  points  n'est  pas  un  sé- 
sultat,  mais  une  condition  du  système  de  coordonnées  projec- 
tives.  Le  système  de  coordonnées  est  un  ensemble  de  signes 
complètement  extérieur  et  de  pure  convention,  qui  ne  touche 
en  aucune  manière  à  l'essence  de  la  Géométrie  projective.  La 
première  chose  qu'il  faut  considérer,  on  cette  matière,  est  la 
possibilité  de  distinguer  divers  points  les  uns  des  autres.  C'est 
ce  qu'on  peut  appeler,  avec  Yeronese  ('),  le  premier  axiome 

(  '  I   < >p.  cit..  |).  ■r>(S. 
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de  la  Géométrie.  Comment  on  doit  définir  un  point  et  com- 
ment on  peut  le  distinguer  des  autres  points,  cela  n'est  pas  en 
(juestion  pour  Tinstant,  car  ici  nous  voulons  seulement  décou- 
vrir la  nature  de  la  Géométrie  projective,  et  le  j^enre  de  pro- 
priétés qu'elle  emploie  et  (prelle  démontre.  Comment  elle  les 
emploie  et  les  démontre,  et  avec  quel  droit,  c'est  ce  que  nous 
examinerons  plus  tard. 

107.  Or  il  est  clair  qu'une  simple  collection  de  points  dis- 
tincts les  uns  des  autres  ne  peut  pas  fonder  une  Géométrie;  il 
faut  avoir  quelque  idée  de  la  manière  dont  les  points  sont  en 
corrélation,  afin  d'avoir  un  objet  suffisant  pour  l'étude.  Mais, 
puisque  Ton  exclut  toutes  les  idées  de  <i:randeur,  les  relations 
entre  les  points  ne  peuvent  être  des  relations  de  distance,  au 
sens  ordinaire  du  mot,  ni  même  des  rapports  anharmoniques, 
au  sens  de  la  Géométrie  ordinaire,  car  les  rapports  anharmo- 
niques  sont  habituellement  définis  comme  les  rapports  de 
quatre  distances  ou  de  quatre  sinus,  et  sont  par  là  quantitatifs. 
Mais  puisque  toute  comparaison  quantitative  présuppose  une 
identité  de  qualité,  on  peut  s'attendre  à  trouver,  dans  la  Géo- 
métrie projective,  le  substratum  qualitatif  sur  lequel  est  édifiée 
la  Géométrie  métrique. 

C'est  bien  ce  qui  arrive,  en  effet,  comme  on  on  va  le  voir.  On 
n'a  pas  la  distance,  mais  on  a  la  ligne  droite  ;  on  n'a  pas  de  rap- 
port anharmonique,  maison  a,  pour  quatre  points  quelconques 
pris  sur  une  ligne,  cette  propriété  d'être  les  intersections  de 
cette  ligne  avec  les  rayons  d'un  faisceau  donné.  Sur  cette  base, 
on  peut  construire  une  science  qualitative  de  l'extériorité  abs- 
traite, qui  est  la  Géométrie  projective.  Nous  allons  montrer 
comment  on  y  arrive. 

108.  Tout  raisonnement  géométrique  est,  en  dernière  ana- 
lyse, un  cercle  logique  :  si  l'on  commence  par  admettre  les 
points,  on  ne  pourra  les  définir  que  par  les  lignes  ou  les  plans 
qui  les  mettent  en  rapport,  et  si  l'on  commence  par  admettre  les 
lignes  ou  les  plans,  on  ne  pourra  les  définir  que  par  les  points 
par  lesquels  ils  passent,   (''est  là  un  cercle  inévitable,  dont  la 
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nécessilc  se  jusliliera  à  mesure  que  nous  avancerons.  Il  esl 
donc  assez  indifl'érent  de  commencer  par  les  points  ou  par  les 
lignes,  ainsi  que  le  montre  mathématiquement  le  principe,  émi- 
nemment projectif,  de  dualité;  néanmoins,  nous  préférerons, 
avec  la  plupart  des  géomètres,  commencer  par  les  points  ('). 
Nous  supposons  donc,  comme  première  donnée,  un  syslènie  de 
points  discrets,  sans  avoir  égard,  pour  le  moment,  à  leurs  cou- 
nexions  mutuelles.  Mais  puisque  des  connexions  sont  néces- 
saires pour  raisonner  sur  eux  en  tant  ([ue  système,  nous  intro- 
duirons, pour  commencer,  Taxiome  de  la  ligne  droite.  Deux 
(pielconques  de  ces  points,  dirons-nous,  se  trouvent  sur  une 
ligne  que  ces  deux  points  défmissent  complètement.  Cette  ligne, 
étant  déterminée  parles  deux  points,  peut  être  regardée  comme 
une  relation  des  deux  points,  ou  comme  un  attribut  du  système 
formé  par  tous  les  deux.  C'est  là  le  seul  attribut  purement  quali- 
tatif d'un  système  de  deux  points,  comme  on  le  prouvera  plus 
tard.  Or  la  (îéométrie  projeclive  ne  peut  tenir  conq)tc  (pie  des 
attributs  (pialitatifs,  et  ne  peut  distinguer  dillérenls  points  que 
par  leurs  relations  avec  d'autres  points,  puiscjue  tous  les  points 
sont,  en  soi,  qualitativement  semblables.  Il  s'ensuit  que,  poui' 
la  Géométrie  projeclive,  si  l'on  donne  deux  points  seulement, 
ils  sont  qualitativement  indiscernables  de  deux  autres  points 
quelconques  pris  sur  la  même  ligne  droite,  puisque  ces  deux 
autres  points  ont  entre  eux  la  même  relation  qualitative.  Réci- 
proquement, puisqu'une  ligne  droite  est  une  ligure  déterminée 
par  deux  quelconques  de  ses  points,  et  que  tous  les  points  sont 
qualitativement  semblables,  il  s'ensuit  que  toutes  les  lignes 
droites  sont  qualitativement  semblables.  On  peut  donc  re- 
garder un  point  comme  déterminé  par  deux  lignes  droites  qui 
s'y  rencontrent,  et,  dans  cette  conception,  le  point  devient  la 
seule  relation  qualitative  c|ui  existe  entre  les  deux  lignes  droites. 
Par  conséquent,  si  le  point  seul  est  regardé  comme  donné,  les 
deux  lignes  droites  sont  qualitativement  indiscernables  de  tout 
autre  couple  de  droites  passant  par  le  même  point. 


('j  On  découvrira  une  raison  suffisante  de  ce  choix,  lorsque  nous  arrive- 
rons à  la  Géométrie  métrique. 
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109.  L'extension  de  ces  deux  principes  réciprrxpies  consliluc 
l'essence  de  toutes  les  Iranst'oiinalions  [jrojcclives  et,  au  tond, 
de  toute  la  Géométrie  pmjcctive.  Les  oj)érations  fondamen- 
tales, par  lesquelles  on  transforme  projectivemcnt  les  ligures, 
s'd\)\)e\\cul  projecfioft  et  section.  Les  diverses  foiincs  de  jno- 
jeclion  et  de  section  sont  dêlinies  dans  la  (jromclric  projcc- 
twe  de  (^remona  (Cliap.  1),  à  lacpielle  j'emprunte  la  citation 
suivante  : 

«  Projeter  cViiii  point  fixe  S  (ap[)elé  centre  de  projec- 
tion) une  li<;ure  (  ABCL)  . .  . ,  abcd. . .  ),  composée  de  points  et 
de  lignes  droites,  c'est  construire  les  li{,Mies  droites  ou  rayons 
projetants  SA,  SB,  SC,  SD,  ...  et  les  \Ann^ (plans projetants) 
Sa,  Sb,  Se,  Sd,  ....  On  obtient  ainsi  une  nouvelle  li<;ure 
composée  de  lignes  droites  et  de  plans  (pii  passent  tous  par  le 
centre  S. 

»  Couper  par  un  plan  ^xe  a-  {plan  transversal)  une  figure 
(a^yô...,  abcd...)  composée  de  plans  et  de  lignes  droites, 
c'est  construire  les  lignes  droites  ou  traces  o-a,  cJB,  ay,  ...  et 
les  points  ou  traces  aa,  ab.,  tc,  ...  (').  On  obtient,  par  ce 
moyen,  une  nouvelle  figure  composée  de  lignes  droites  et  de 
points  situés  dans  le  plan  a. 

»  Projeter  d'une  ligne  droite  fixe  s  Rappelée  axe)  une 
ligure  ABCD...  composée  de  points,  c'est  construire  les  plans 
«A,  ^B,  5C,  .çD,  ....  La  figure  ainsi  obtenue  est  composée  de 
plans  qui  passent  tous  par  l'axe  s. 

»  Couper  par  une  ligne  droite  fixe  s  (appelée  transKcr- 
sale)  une  figure  aj^tyo-  •  •  conq)Osée  de  plans,  c'est  construire 

les  points  ^a,  5^,  «y,  so, On  obtient  de  cette  manière  une 

nouvelle  figure  composée  de  points  tous  situés  sur  la  transver- 
sale fixe  s. 

»  Si  une  figure  est  composée  des  lignes  droites  a,  b,  c,  . . ., 
qui  passent  toutes  par  un  point  fixe  ou  centre  S,  on  peut  la 
projeter  d'une  ligne  droite  ou  axe  s  passant  par  S;  le  résultat 
est  une  figure  composée  des  plans  sa,  sb^  se, 

('  )  La  ligne  droite  7a  indique  la  droite  commune  aux  plans  7  et  2;  le  point 
7a  indique  le  point  commun  au  plan  7  et  à  la  ligne  droite  a,  et  de  même  pour 
les  autres  notations. 
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»  Si  une  figure  est  composée  des  lignes  droites  «,  Z*,  c,  .... 
toutes  situées  dans  Un  plan  fixe,  on  peut  la  couper  par  une  ligne 
droite  (transversale )*5,  située  dans  le  même  plan;  la  figure  qui 
en  résulte  est  formée  par  les  points  sa,  sh,  se » 

110.  Si  l'on  applique  successivement  à  une  figure  (|uel- 
conque  les  deux  opérations  réciproques  de  projection  et  de 
section,  on  considère  la  figure  ainsi  obtenue  comme  projecli- 
vement  indiscernable  de  la  première,  pourvu  seulement  que 
les  dimensions  de  la  figure  transformée  soient  les  mêmes  que 
celles  de  la  figure  primitive;  par  exemple,  si  la  seconde  opéra- 
tion consiste  à  couper  par  un  plan,  la  figure  primitive  doit  être 
une  figure  plane.  Les  figures  dérivées  d'une  figure  donnée  par 
projection  ou  par  section  seulement  sont  reliées  à  cette  figure 
par  le  principe  de  dualité,  dont  nous  aurons  à  parler  plus  loin. 

J'essaierai  de  montrer,  dans  ce  (jui  suit,  en  premier  lieu,  dans 
quel  sens  les  figures  dérivées  les  unes  des  autres  par  des  trans- 
formations projectives  sont  qualitativement  semblables;  en 
second  lieu,  quels  sont  les  axiomes,  ou  les  attributs  de  l'espace, 
qu'implique  le  principe  de  transformation  projcctive;  et,  en 
troisième  lieu,  que  ces  attributs  doivent  appartenir  à  toute 
forme  d'extériorité  ayant  plus  d'une  dimension,  et  sont,  par 
conséquent,  des  propriétés  a  priori  de  tout  espace  possible. 

Pour  plus  de  simplicité,  je  m'en  tiendrai,  en  général,  aux 
figures  à  deux  dimensions.  Ce  faisant,  je  n'introduirai  aucune 
différence  importante  dans  les  principes,  et  je  simplifierai  con- 
sidérablement le  contenu  matliématique  de  mon  exposé. 

111.  Les  deux  notions  matbématiques  fondamentales,  en 
Géométrie  projcctive,  sont  le  rapport  anliarmonique  et  la  con- 
struction du  quadrilatère,  car  tout  le  reste  s'en  déduit  mallié- 
matiquement.  Or,  qu'entend-on,  en  Géométrie  projcctive,  par 
le  rapport  anliarmonique? 

Si  nous  partions  du  rapport  anliarmonique  tel  qu'on  le  dé- 
finit d'ordinaire,  nous  nous  heurterions  à  la  difficulté  qui  naît 
de  sa  nature  quantitative  (').  Mais,  parmi  les  propriétés  dé- 

(')  CuKMONA  {op.  cit.,  Chap.  IX,  p.  5o)  définit  le  rapport  anharmoniquc 
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duites  de  cette  définition,  Jx'auconi),  sinon  la  plupart,  sonl 
purement  qualitatives.  La  plus  fondamentale  de  celles-ci  con- 
siste en  ce  que,  si  par  (|nalr('  points  (pielconques  d'une  lijçne 
droite  on  mène  quatre  li<;nes  droites  concourantes,  et  qu'on 
mène  ensuite  une  autre  droite  qui  coupe  ces  quatre  lignes,  les 
quatre  nouveaux  points  d'intersection  ont  le  même  rap[)ort 
anharmonique  (pie  les  (piaire  points  primitifs.  Ainsi,  dans  la 
//:,'•.  7,  les  séries  de   points  ahcd ^   a' h' r  d' ,   a'b'c'd'    ont   le 


Fis. 


même  rapport  anharmonique.  La  relation  réciproque  vaut 
pour  le  rapport  anharmonique  de  quatre  lignes  droites.  On 
trouve  ainsi  très  simplement  la  hase  requise  pour  une  définition 
qualitative.  Celte  définition  devra  se  fornmler  connue  suit  : 

Deuv  séries  de  (jualre  points  chacune  ont  par  définition  le 
même  rapport  anharmonique,  lorsfpie  :  i°  les  quatre  [)oints  de 
chaque  série  sont  sur  une  même  ligne  droite,  et  2°  les  points 
correspondants  des  deu.v  séries  se  trouvent  deux  à  deux  sur 
(juatrc  droites  qui  passent  par  un  même  point,  ou  lorsque  les 
deux  séries  sont  dans  cette  relation  avec  une  troisième  (').  Et 
corrélativement  :  Deux  faisceaux  de  (piatre  droites  ont  par 
définition  le  même  rap[)ort  anharmoni(jue,  lorscpie  :  i"  les 
quatre  droites  de  cha(|ue  faisceau  passent  par  un  seul  point,  et 


comiiie  une  propriéU'  niéliique  «jui  n'est  pas  altérée  par  la  projection.  Mais 
cela  enlève  à  la  Géométrie  projeetive  son  indépendance  lojjiqiie,  qui  ne  peut 
être  maintenue  que  par  une  définition  purement  descri|>tive  du  rapport 
anharmonique. 

(1)  11  n'existe  aucune  propriété  correspondante  pour  trois  points  en  ligne 
droite,  parce  qu'on  peut  les  transformer  projectivenient  en  trcjis  autres  points 
quelconques  de  la  même  ligne,   l'oir  ^  1:20. 
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2*^  les  lignes  correspondantes  des  deux  faisceaux  se  coupent 
deux  à  deux  en  quatre  points  en  ligne  droite,  ou  lorsque  les 
deux  faisceaux  sont  dans  cette  relation  avec  un  troisième. 

Deux  systèmes  de  points  ou  de  lignes  qui  ont  le  même 
rapport  anharmonique  sont  traités  comme  équivalents  par  la 
Géométrie  projective  :  cette  équivalence  qualitative  remplace 
l'équivalence  quantitative  de  la  Géométrie  métrique,  et  est  évi- 
demment impliquée,  par  délinition,  dans  l'énoncé  que  nous 
avons  donné  plus  haut  des  transformations  projectives  en 
général. 

112.  Nous  avons  ensuite  à  considérer  la  construction  du 
quadrilatère  (  ').  Elle  a  une  double  fin  :  premièrement,  définir 
rimporlaut  cas  particulier  connu  sous  le  nom  de  pi-opoj-tion 
harmonique;  et,  secondement,  fournir  une  méthode  pour  assi- 
gner dilTérents  nombres  aux  dilTérents  points,  d'une  manière 
complète  et  sans  ambiguïté.  Cette  dernière  méthode  a  elle- 
même  un  double  but  :  en  premier  lieu,  de  fournir  un  syud)0- 
lisme  approprié  pour  décrire  et  distinguer  les  différents  points 
et  de  frayer  ainsi  la  voie  à  l'introduction  de  l'Analyse;  et,  en 
second  lieu,  d'assigner  ces  nombres  de  telle  sorte  que,  s'ils 
avaient  leur  signification  métrique  ordinaire,  en  tant  que  dis- 
lances comptées  à  partir  d'un  point  sur  la  ligne  droite  numé- 
rotée, on  ailla  valeur  —  i  pour  le  rapport  anharmonique  d'une 
proportion  harmonique,  et  que,  si  quatre  points  ont  le  même 
rapport  anharmonique  que  quatre  autres,  les  nombres  corres- 
pondants aient  aussi  le  même  rapport  anharmonique.  Cette 
dernière  condition  se  justifie  par  des  motifs  purement  tech- 
niques :  en  se  conformant  à  nos  habitudes,  elle  évite  la  confu- 
sion que  produirait  toute  autre  valeur  attribuée  au  rapport 
harmonique;  elle  nous  permet,  si  l'on  désire  une  interprétation 
métrique  des  résultats  projectifs,  de  faire  cette  interprétation 
sans  transformations  numériques  fastidieuses;  enfin,  elle  per- 
met d'eiîectuer  des  transfonnations  projectives  par  des  mé- 
ihodes  algébriques.  En  revanche,  au  point  de  vue  strictement 


(  ')   Due  à  vo\  Staldt,  Geoinctrie  der  Loge. 
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projectif,  les  nombres  introduits  ont  une  signification  pure- 
ment conventionnelle,  comme  on  Ta  remarqué  précédemment; 
et  tant  qu'on  ne  passe  pas  à  la  Géométrie  métrique,  on  ne  peut 
trouver  aucune  raison  pour  assi^nicr  la  valeur  i  à  la  propor- 
tion harmonique.  Après  ces  })réliuiiuaires,  voyons  en  quoi 
consiste  la  construction  du  quadrilatère. 

113.  En  Géométrie  élém<'ulaire,  une  proportion  harmo- 
nique est  une  série  de  «[uatre  [)oints  dont  le  ra[)port  auharmo- 
nique  est  —  i,  ou  dans  laquelle  les  trois  segments  formés  par 
(juaire  points  sont  en  progression  harmonique,  ou  encore  dans 
laquelle  le  rapport  des  d(ni\  segmenis  intérieurs  est  égal  au 
rapport  des  deux  segments  extérieurs.  Si  a,  h,  c,  d  sont  les 
(juatre  points,  on  voit  aisément  que  ces  trois  définitions  sont 

Fig.  8. 
a  ho  d 


équivalentes  entre  elles  (y?X,'".  8)  :  elles  donnent  respectivement  : 

ab      ad i  i    i  i  ah  _  ad 

bc  'de  '  ab        ac        ac       ad  bc        cd 

Mais  comme  ces  définitions  sont  toutes  quantitatives,  elles 
ne  peuvent  être  employées  pour  le  présent  objet.  Toute  défini- 
tion qui  implique  la  bipartition  des  lignes  ou  des  angles  n'est 
pas  non  plus  valable.  H  faut  avoir  une  définition  qui  procède 
entièrement  au  moyen  de  lignes  droites  et  de  points,  sans  au- 
cune mesure  de  distances  ou  d'angles  (').  La  construction  du 
quadrilatère  nous  fournit  une  telle  définition,  eu  même  temps 
que  la  preuve  que  le  résultat  de  cette  construction  est  unique. 
Comme  cette  preuve  est  l'exemple  le  plus  sinqjle  et  le  plus  im- 
portant d'un  raisonnement  projectif,  je  vais  la  reproduire  ici 
en  même  temps  que  la  construction. 

La  construction  du  quadrilatère  est  la  suivante  :  Soient  A, 


(';  La  suite  de  ce  j)araj,'iaplie,  >auf  le  (liMiiicr  alinéa,  a  «'lé  substituée  par 
lauleur  à  la  page  i25  du  livre  anglais.  {\ute  du  trad.  ) 
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B,  D  trois  points  donnés  en  ligne  droite  {fig-  9).  Prenons  un 


point  quclcon([ue  G  en  dehors  de  la  ligne  droite  ABD,  et  joi- 
gnons OB,  OD.  Menons  par  A  une  droite  quelconque  AQP, 
({ui  coupe  OB  et  OD  en  Q  et  en  P.  Joignons  DQ,  BP  qui  se 
rencontrent  en  R.  Joignons  OR  qui  rencontre  ABD  en  C. 
C  est  alors  le  quatrième  point  donne  par  la  construction  du 
(piadrilalère.  Il  s'agit  de  prouver  que  Ton  obtient  toujours  le 
même  point  C,  quels  quesoient  le  point  O  et  la  droite  AQP. 
l^our  le  prouver,  nous  nous  appuierons  sur  le  lemme  sui- 
vant (//if'.  10)  :  Soient  ABC,  A'B'C  deux  triangles  dans  des 


Fie.   10. 


plans  différents,  tels  que  AA',  BB',  GC  se  rencontrent  en  un 
pointO.  Alors  je  disque  BG,  B' G' se  rencontrent  en  un  pointL, 
GA,  G' A'  en  un  point  M  et  AB,  A'B'  en  un  point  N,  et  que 
L,  M  et  N  sont  en  ligne  droite.  En  elVet,  puisque  BB'  et  CO' 
se  coupent,  les  points  B,  G,  B',  G'  se  trouvent  dans  un  même 
plan,  et,  par  suite,  B,  G,  B',  G'  se  coupent  en  un  certain  point 
L  C).  Mais  ce  point  doit  se  trouver  dans  le  plan  ABG  et  aussi 


C)   Kn  GécMiiétrie  hyperbolique,  ce  point  peut  être  imaginaire. 
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dans  le  plan  A'B'C.  II  se  trouve  donc  sur  la  droite  d'intersec- 
tion de  ces  plans.  De  même  M  et  N  se  trouvent  sur  cette  lig^ne 
droite.  Donc  L,  M  et  N  sont  en  lij^'ne  droite. 

Réciproquement,  si  BG,  BC;  CA,  C'A';  AB,  A'B'  se  cou- 
pent en  trois  points  situés  en  li<^ne  droite,  AA',  BB',  CC  con- 
courent en  un  même  point,  l^a  démonstralion  est  sim[)I«,'. 

Pour  prouver  que  le  point  C,  obtenu  par  la  construction  du 
quadrilatère,  est  unicpie,  elVectuons  deux  semblables  construc- 
tions en  des  plans  difterents.  (La  seconde  construction  est  indi- 
quée sur  la  lij^ure  par  des  lignes  pointillées  et  par  des  lettres 
accentuées.)  11  s'a^Mt  alors  de  prouver  que  O'  K'  rencontre  ABD 
au  même  point  C  que  OK. 

Dans  les  triangles  PQK,  P'Q'll'  (/i'.  ii),  les  droites  PQ, 

Fig.   II. 


PO  se  rencontrent  en  A;  QK,  Q'R'  en  D;  et  PB,  PU'  en  B. 
Par  conséquent,  PP',  QQ',  BR'  se  rencontrent  en  un  point.  De 
même,  PP',  QQ  ,  00' se  rencontrent  en  un  point.  Donc  PP', 
QQ',  RR',  OO'  se  rencontrent  toutes  en  un  point.  Donc,  dans 
les  triangles  OQR,  O'Q  R',  OR  et  (3  li  se  rencontrent  en  un 
point  situé  sur  la  droite  BD,  c'est-à-dire  en  C;  ce  qu'il  fallait 
démontrer.  Pour  prouver  le  même  tbéorème  pour  deux  con- 
structions dans  le  même  plan,  il  suffit  de  les  comparer  à  une 
troisième  construction  faite  dans  un  plan  dilîérent.  Ainsi  le 
point  C  est  le  même,  de  quelque  manière  qu'on  clioisisse  O  et 
AQP,  et  dépend  seulement  de  A,  B,  D.  Les  points  A,  B,  C,  D 
forment,  par  définition,  une  proportion  harmonicpie,  et  C  est 
appelé  le  conjw^ué  harnionifuw  de  A  par  rapport  à  B  et  D. 

L'introduction  des  nombres,  au  moyen  de  cette  construc- 
tion, n'offre  aucune  difliculté  de  principe  (excepté,  bien  en- 
R.  '« 
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tendu,  celles  qui  s'allachcnt  toujours  à  rappliralion  du  nombre 
au  continu),  l'allé  est  exposée  d'une  manière  salislaisantc  dans 
rOuvra<^e  de  Klein  (*).  Le  principe  de  cette  application  con- 
siste à  assif^ner  les  nombres,  o,  i,  oo  aux  points  A,  B,  1)  et, 
parsuile,  le  nombre  2  à  C,  afin  que  les  difîérences  Al>,  AT., 
AD  soient  en  progression  harmonique.  En  prenant  lî,  C,  1) 
comme  une  nouvelle  triade  correspondant  à  A,  H,  D,  on  trouve 
le  conjugué  harmonique  de  B  par  rapport  à  C  et  D  et  on  lui 
assigne  le  nombre  3;  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  on 
peut  obtenir  un  nombre  quelconque  de  points,  et  Ton  est  sur 
de  n'avoir  aucun  nombre  et  aucun  point  deux  fois;  de  sorte 
que  ces  coordonnées  jouissent  de  leur  propriété  essentielle, 
qui  est  une  correspondance  univoque  et  réciproque  avec  les 
points  qu'elles  désignent, 

1 14.  T.e  point  important,  dans  la  construction  ])récédcnte  et 
la  raison  pour  laquelle  je  Tai  exposée  en  détail,  est  qu'elle  pro- 
cède entièrement  au  moyen  des  principes  généraux  de  trans- 
formation énoncés  ci-dessus.  A  partir  de  ce  stade,  tout  s'ef- 
fectue au  moyen  des  deux  idées  fondamentales  que  nous  venons 
d'exposer  (§  111),  et,  par  conséquent,  tout  dépend  du  principe 
général  de  l'équivalence  projcctive.  Ce  principe,  appliqué  à 
deux  dimensions,  peut  être  formulé  plus  simplement  que  dans 
le  passage  de  Cremona  cité  ci-dessus  (§  109).  En  Géométrie 
plane,  on  part  des  définitions  suivantes  : 

Projeter  les  points  A,  B,  C,  D,  . . .  d'un  centre  O,  c'est  con- 
struire les  lignes  droites  OA,  OB,  OC,  OD,  .... 

Couper  plusieurs  lignes  droites  «,  b,  c,  r/,  ...  par  une  trans- 
versale s,  c'est  construire  les  points  sa^  sh,  se,  sd,  ...  (  -  ). 

L'application  successive  de  ces  deux  opérations,  pourvu  que 
la  figure  primitive  se  compose  de  points  en  ligne  droite  ou  de 
droites  issues  d'un  même  point,  donne  une  figure  projcctive- 
ment  indiscernable  de  la  première;    donc,  par   extension,  si 


('j  .Xic/U-huAlid,  t.  I,  p.  jjj  el  siiiv.  Cf.  §  lUi  de  cet  OuMai;e. 

(-)  De  ces  détinitioas  résullent,  par  le  principe  de  dualité,  les  ilénnilion^ 
con  fspoiulaiiles,  pdur  la  iiinltiplicité  à  deux  dimensions  des  lignes  qni  pas- 
sent |)ar  un  point. 
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des  points  situés  en  Vv^no  droite  dans  la  li}^nre  prinnlive  se 
trouvent  en  lij^ne  dioile  dans  la  li^nre  transformée  (et  si  la 
proposition  corrélative  est  vraie  pour  les  li«,Mies  dioites  issues 
d'un  même  point),  les  deux  opérations  anront  «lonné  des 
fig^ures  projectivenient  semblables,  (le  principe  ^'énéral  peut 
être. regardé  comme  consistant  en  deux  parties,  suivant  Tordre 
des  opérations  :  si  Ton  commence  par  la  projection  ri  qu'on 
finisse  par  la  section,  on  transforme  nne  ligure  ponctuelle  en 
une  a,utre  ligure  ponctuelle;  dans  l'ordre  inverse,  on  trans- 
forme une  ligure  linéaire  en  une  autre  ligure  linéaire. 

115.  l^our  pouvoir  tirer  au  clair  la  signilication  de  ce  prin- 
cipe, il  faut  avoir  «piebpie  notion  de  la  définition  des  [)oints  et 
des  ligues  droites.  Mais,  en  (jéométrie  projective,  on  ne  peut 
pas  donner  cette  délinilion  sans  s'e\[)li(pi(M'  sur  le  principe  de 
dualité,  qui  est  la  forme  mathématique  du  cercle  philoso[)lu(pie 
imj)liqué  dans  les  définitions  géométriques. 

Kn  nous  bornant  pour  le  moment  à  deux  dimensions,  le  prin- 
cipe affirme,  en  gros,  que  tout  théorème  portant  sur  des  lignes 
issues  d'un  même  point  et  des  points  situés  sur  une  même 
ligne,  reste  vrai  si  Ton  permute  ces  deux  termes  partout  où  ils 
se  trouvent.  Par  exemple:  deux  ])oints  se  trouvent  sur  une 
ligne  droite  qu'ils  déterminent  complètement;  et  deux  lignes 
droites  se  rencontrent  eu  un  point,  quelles  déterminent  com- 
plètement. Les  (piatre  points  tlintersection  d'une  transversale 
avec  quatre  lignes  issues  d'un  point  ont  un  rap{)oit  auharmo- 
nique  indépendant  de  cette  transversale  particulière;  et  les 
quatre  lignes  (jui  joignent  ([uatre  ])oinls  d'une  droite  à  un 
cincpiième  point  ont  un  rapj)orl  aiiliainionicpie  indépendant  de 
ce  cin([uième  point.  Ainsi  le  juincipe  général  de  transforma- 
tion projective  a  deux  faces  :  d'un  côté,  les  points  se  déplacent 
sur  des  lignes  fixes,  et  de  l'autre,  les  lignes  tournent  autour  de 
points  fixes. 

(]ette  dualité  donne  à  penser  cpie  tonte  définition  de  points 
doit  s'eirectuer  au  niov<'n  d<'  la  ligne  droite,  et  toute  dé'tinition 
de  la  ligne  droite  au  moyen  de  points.  Il  est  vrai  (fue,  lors(pi'on 
prend  en  considération  la  troisième  dimension,  la  dualité  n'est 
plus  aussi  simple;  on  a  alors  à  tenir  compt».'  aussi  du  plan,  mais 
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cela  ne  fait  qu'introduire  un  cercle  de  trois  termes,  qui  n'est 
g-uère  préférable  à  un  cercle  de  deux  termes.  On  dit  alors  : 
Trois  points,  ou  une  ligne  droite  et  un  point,  déterminent  un 
plan;  mais  inversement,  trois  plans,  ou  une  ligne  droite  et  un 
plan,  déterminent  un  point.  On  peut  regarder  la  ligne  droite 
comme  une  relation  entre  deux  de  ses  points,  mais  on  peut 
aussi  regarder  le  point  comme  une  relation  entre  deux  lignes 
droites  qui  y  passent.  On  peut  regarder  le  plan  comme  une 
lelation  entre  trois  points,  ou  entre  un  point  et  une  ligne,  mais 
on  peut  aussi  regarder  le  point  comme  une  relation  entre  trois 
plans,  ou  entre  une  ligne  et  un  plan,  qui  s'y  rencontrent. 

1 16.  Comment  faire  pour  sortir  de  ce  cercle  ?  Le  fait  est  que, 
en  Géométrie  pure,  on  ne  peut  pas  en  sortir.  Car  l'espace, 
comme  nous  le  verrons  plus  complètement  dans  la  suite,  n'est 
rien  de  plus  qu'un  ensemble  de  relations  ;  donc,  si  l'on  prend  une 
ligure  spatiale  quelconque  et  qu'on  cherclie  les  termes  dont  elle 
est  une  relation,  on  est  forcé,  en  Géométrie,  de  chercher  ces 
termes  dans  Tespace,  puisqu'on  ne  peut  les  chercher  nulle  part 
ailleurs,  mais  on  est  condamné  à  voir  ces  termes  s'évanouir  à 
mesure  qu'on  les  saisit,  attendu  que  tout  ce  qui  est  purement 
spatial  n'est  qu'une  simple  relation. 

Ainsi  la  relativité  de  l'espace,  en  même  temps  qu'elle  est 
l'essence  du  principe  de  dualité,  interdit  d'exprimer  ce  prin- 
cipe, ou  tout  autre  principe  de  G'éométrie  pure,  d'une  manière 
qui  soit  exemple  de  contradictions.  Néanmoins,  si  nous  voulons 
avancer  dans  notre  analyse  du  raisonnement  géométrique  avec 
nos  définitions  de  la  ligne  et  du  point,  il  nous  faut,  pour  un 
temps,  ignorer  cette  contradiction;  il  nous  faut  raisonner 
comme  si  elle  n'existait  pas,  de  manière  à  allranchir  notre 
science  de  toutes  les  contradictions  qui  ne  sont  pas  inévi- 
tables. 

117.  Conformément  à  cette  méthode,  définissons  nos  points 
comme  les  termes  des  relations  spatiales,  en  regardant  tout  ce 
qui  n'est  pas  un  point  comme  une  relation  entre  des  points. 
Comment,  dans  cette  conception,  faut-il  concevoir  nos  points? 
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Evidemment,  si  retendue  est  pure  relativité,  il  faut  les  consi- 
dérer comme  ne  contenant  aucune  étendue;  mais  s'ils  doivent 
servir  de  termes  aux  rclalioiis  spatiales,  par  exemple  aux  lignes 
droites,  il  faut  que  ces  relations  les  montrent  comme  les  termes 
des  ligures  (|u'ils  déterminent.  Autrement  dit,  puiscpic  l'on  ne 
peut  prendre  réellement,  sans  contradiction,  comme  terme 
d'une  relation  spatiale,  cpie  ce  (jui  est  inétendu,  le  terme  que 
doit  employer  la  (iîéométrie,  où  l'on  ne  peut  pas  sortir  de 
l'espace,  ne  peut  être  (pie  la  plus  petite  chose  spatiale  <pie  la 
Géométrie  puisse  considérer,  c'est-à-dire  la  chose  (|ui,  tout  en 
étant  dans  l'espace,  ne  contient  aucun  espace;  et  celte  chose 
sera  par  défmition  le  point  ('). 

Si  donc  on  né«;lige  la  contradiction  fondamentale  iidiérente 
à  cette  définition,  toutes  les  autres  définitions  s'ensuivent  sans 
difficulté.  La  ligne  droite  est  la  relation  entre  deux  points,  et  le 
plan  est  la  relation  entre  trois  points.  Ces  définitions  seront 
établies  et  défendues  tout  au  long  dans  la  section  13  de  ce  Cha- 
pitre ("),  où  nous  pourrons  discuter  en  même  temps  les  défini- 
tions métriques  correspondantes;  pour  notre  présent  objet,  il 
suffit  d'observer  que  la  Géométrie  projective  regarde,  dès  le 
début,  la  ligne  droite  comme  déterminée  par  deux  j)oints,  et  le 
plan  comme  déterminé  par  trois;  d'où  il  suit  que,  si  l'on  prend 
les  points  comme  termes  possibles  de  relations  spatiales,   la 


(')  Il  importe  de  remarquer  que  cette  diTinition  du  Point  introduit  des 
idées  qui  ne  sont  pas  strictement  projectives.  Avec  les  principes  strictement 
projectifs,  on  le  sait,  rien  ne  paraît  donner  au  point  une  (irééminence  sur  le 
plan,  ou  généralement,  dans  un  espace  à  n  tlimensions,  sur  la  figure  plane  à 
(n  —  i)  dimensions.  Kn  Géométrie  métrique,  le  point  peut  être  défini  comme 
le  zéro  de  grandeur  spatiale.  Mais,  dans  la  Géométrie  projective,  (foù  l'idée 
de  grandeur  doit  être  exclue,  il  vaut  peut-être  mieux  définir  le  point  au 
moyen  de  la  relation  du  tout  et  de  la  partie.  Chaque  chose  spatiale,  excepté 
l'espace  et  le  point,  est  à  la  fois  un  tout  composé  de  parties  et  une  partie 
d'autres  touts.  L'espace  lui-même  est  seulement  un  tout,  mais  non  une 
partie;  le  point  est  seulement  une  partie,  et  ne  se  compose  pas  d'aulre-i  par- 
ties. De  cette  manière,  à  parler  strictement,  on  ne  fait  pas  appel  à  l'idée  de 
grandeur  quand  on  définit  le  point  comme  le  résultat  d'une  division  infinie; 
car,  en  ce  sens,  la  division  implique  seulement  la  relation  du  tout  et  de  la 
partie.  (Cette  Note  a  été  substituée  par  l'auteur  à  la  Note  de  la  page  17.8  du 
Livre  anglais.) 

(î)  §§  103-175. 
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ligne  droite  et  le  plan  peuvent  être  regardés  comme  des  rela- 
tions cnire  deux  et  trois  points  respectivement.  Si  Ton  accepte 
ces  définitions,  nous  pouvons  passer  à  la  discussion  du  principe 
fondamental  de  la  Géométrie  projective,  et  à  l'analyse  des 
axiomes  que  son  affirmation  implique. 

118.  La  Géométrie  projective,  nous  l'avons  vu,  ne  s'occupe 
pas  de  la  grandeur,  et  par  suite  ne  reconnaît  aucune  différence 
là  où  la  différence  est  purement  quantitative.  Or  une  compa- 
raison quantitative  repose  sur  une  identité  reconnue  de  (jua- 
lité;  la  reconnaissance  de  l'identité  qualitative  est  donc  logi- 
quement antérieure  à  la  quantité,  et  est  présupposée  par  tout 
jugement  de  grandeur.  Vàv  conséquent,  toutes  les  figures  dont 
les  différences  peuvent  être  complètement  décrites  par  la  gran- 
deur, c'est-à-dire  par  la  seule  mesure,  présentent  nécessaire- 
ment une  identité  de  qualité,  cpie  l'on  doit  pouvoir  reconnaître 
sans  faire  appel  à  la  grandeur.  Il  s'ensuit  (jue,  en  définissant  le 
mot  qualité  en  termes  géométriques,  on  doit  découvrir  quels 
systèmes  de  figures  sont  projectivement  indiscernables.  Si 
notre  définition  est  juste,  elle  doit  nous  fournir  le  principe  pro- 
jectif  général  dont  nous  nous  occupons. 

119.  Nous  sommes  convenus  de  regarder  les  points  comme 
les  termes  des  relations  spatiales,  et  nous  avons  admis  qu'on 
peut  distinguer  différents  points.  Mais  nous  avons  ajourné  la 
discussion  des  conditions  auxquelles  cette  distinction  peut  être 
effectuée.  Cette  discussion  va  nous  fournir  la  définition  de  la 
qualité  et  la  démonstration  de  notre  principe  projectif  général. 

Tout  d'abord,  les  points  ont  été  définis  comme  n'étant  rien 
de  plus  que  les  termes  des  relations  spatiales.  Par  suite,  ils 
n'ont  aucune  propriété  intrinsèque;  ils  ne  se  distinguent  qu'au 
moyen  de  leurs  relations.  Or  la  relation  entre  deux  points, 
avons-nous  dit,  est  la  ligne  droite  sur  laquelle  ils  se  trouvent. 
(]('la  nous  donne,  pour  tous  les  couples  de  points  sur  la  même 
ligne  droite,  cette  identité  de  qualité  qui  est  requise  à  la  fois 
par  notre  principe  projectif  et  par  la  Géométrie  métrique  (car 
c'est  seulement  [là  où  existe  cette  identité  de  qualité  que  peut 


LES   AXIOMES    DE    LA   GEOMETRIE    PROJECTIVE.  1C7 

s'appliquer  propronionl  la  quantité).  Si  Ton  ne  donne  que  deu\ 
points,  on  ne  peut  les  distiuji^uer  de  deuv  autres  points  (juel- 
conques  sur  la  même  lij;ne  droite,  sans  faire  usa}j:e  d«;  la  *i^ran- 
deur;  car  la  relation  ([ualilalive  entre  deux  points  <pn'leon(pies 
de  cette  droite  est  la  même  <jue  pour  le  couj)le  primitif,  et  des 
points  ne  peuvent  se  distinj^uer  les  uns  des  autres  que  par  une 
diflerence  de  relation. 

Mais,  réei[)ro(jnement,  la  lij^ne  droite  n'est  rien  de  [tins  (pie 
la  relation  de  ileuv  de  ses  points,  et  tous  ses  points  sont  qiialita- 
tivemenl  send)lal)les.  11  n'y  a  donc  rien  (pii  dislin^^iie  uni'  li},nie 
droite  d  une  autre,  si  ce  n'est  les  points  par  où  elle  passe  ;  et 
Otni\-ci  ne  se  dislin«i:;uent  des  autres  points  (pie  par  le  faitcpielle 
y  passe.  Nous  obtenons  ainsi  la  transformation  réciproque  :  si 
l'on  nous  donne  un  seul  point,  un  couple  quelcon(pie  de  lij^nes 
droites  {)assant  par  ce  point  est  (pialitativement  indiscernable 
de  n'importe  (piel  autre.  Or,  c'est  là,  d'une  part,  la  base  de  la 
seconde  partie  de  notre  principe  projectif  général,  et,  d'autre 
part,  la  condition  de  l'application  de  la  grandeur  à  l'écart  de 
deux  lignes  droites  (pii  se  coupent,  dans  Ja  mesure  des  am,des. 

120.  On  peut  maintenant  apercevoir  la  raison  d'un  fait  (pii  a 
pu  jusqu'ici  paraître  (juelque  peu  arbitraire,  à  savoir  de  la 
nécessité  de  quatre  points  en  ligne  droite  pour  constituer  un 
rapport  anliarmoiii<|ue.  En  se  reportant  à  la  construction  du 
quadrilatère  et  à  l'introduction  du  nombre,  qui  en  résulte,  on 
voit  que  le  rapport  anbarmonique  est  une  relation  projective 
intrinsèque  entre  quatre  points  en  ligne  droite  ou  entre  (piatre 
lignes  droites  concourantes,  de  telle  soite  que,  étant  donnés 
trois  termes  et  cette  relation,  le  quatrième  terme  peut  être 
déterminé  dune  manière  unique  par  une  métliode  projective. 
Or  considérons  d'abord  un  cou])le  de  points.  Puiscpie  toutes 
les  lignes  droites  sont  projectivement  écpiivalentes,  la  relation 
entre  un  couple  de  points  est  exactement  écjuivalenir  à  celle 
qui  existe  entre  un  autn*  couple.  Par  suite,  un  seul  point  étant 
donné,  on  ne  peut  lui  assigner,  par  raj>[>ort  à  un  second  point 
quelconque,  aucune  relation  projective  qui  puisse  limiter,  en 
quelque  manière,  le  clioix  de  ce  second  point.  Mais,  étant  donnés 
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deux  points,  il  y  a  une  telle  relation,  à  savoir  que  le  troisième 
point  peut  être  donné  en  ligne  droite  avec  les  deux  premiers. 
Cela  limite  sa  position  à  une  seule  ligne  droite,  mais  puisque 
deux  points  ne  déterminent  rien  de  plus  qu'une  ligne  droite,  le 
troisième  point  ne  peut  pas  être  déterminé  davantage.  On  voit 
ainsi  pourquoi  Ton  ne  peut  trouver  entre  trois  points  aucune 
relation  projcctive  intrinsèque  qui  nous  permette,  au  moyen 
des  deux  premiers,  de  déterminer  le  troisième  d'une  manière 
unique.  Mais,  avec  trois  points  donnés  en  ligne  droite,  nous 
avons  plus  de  données  (jue  n'en  comporte  une  simple  ligne 
droite,  et  la  construction  du  quadrilatère  nous  permet  de 
déterminer,  d'une  manière  unique,  un  nombre  quelconque  de 
nouveaux  points  sur  la  même  ligne.  Cela  montre  pourquoi  le 
rapport  anharmonique  est  nécessairement  une  relation  entre 
quatre  points,  plutôt  qu'entre  trois. 

121.  Nous  pouvons  maintenant  prouver,  je  crois,  que  deux 
figures  (jui  sont  reliées  entre  elles  par  une  transformation 
projcctive  sont  qualitativement  semblables.  Commençons  par 
une  collection  de  points  sur  une  ligne  droite.  Tant  qu'on 
les  considère  sans  référence  à  d'autres  points  ou  ligures,  ils 
sont  tous  qualitativement  semblables.  On  peut  les  distinguer 
par  l'intuition  immédiate,  mais  quand  on  essaie  de  les  distin- 
guer conceptuellement,  sans  le  secours  de  la  grandeur,  on 
trouve  que  c'est  impossible,  puisque  la  seule  relation  qualita- 
tive de  deux  quelconques  d'entre  eux,  à  savoir  la  ligne  droite, 
est  la  même  pour  deux  autres  quelconques.  Mais  maintenant 
clioisissons,  au  hasard,  un  point  en  dehors  de  la  ligne  droite. 
Les  points  de  notre  ligne  acquièrent  alors  de  nouveaux  attri- 
buts, à  savoir  leurs  relations  au  nouveau  point,  c'est-à-dire 
les  lignes  droites  qui  les  joignent  à  ce  nouveau  point.  Mais, 
récipro(|uement,  ces  lignes  droites  définissent  seules  notre 
point  extérieur,  et  toutes  les  lignes  droites  sont  qualitative- 
ment semblables.  Si  donc  on  prend  un  autre  point  exté- 
rieur et  qu'on  le  joigne  aux  mêmes  points  de  la  ligne  droite 
primitive,  on  obtient  une  figure  qui  ne  présente  aucune  diffé- 
rence conceptuelle  avec  la  figure  précédente,  aussi  longtemps 
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que  la  grandeur  en  est  exclue.  L'intuition  immédiate  peut  dis- 
tinguer les  deux  figures,  mais  la  discrimination  qualitative  ne 
le  peut  pas.  On  obtient  ainsi  une  transformation  projective  de 
quatre  lignes  en  ([uatre  autres  lignes,  comme  donnant  une 
ligure  qualitativement  indiscernable  de  la  figure  primitive.  Un 
raisonnement  semblable  s'apj)M(pi<'  aux  autres  transformations 
projectivcs.  Ainsi  la  seule  raison  qu'on  ait,  en  Géométrie  pro- 
jective, pour  ne  pas  regarder  les  ligures  projectives  comme 
actuellement  identiques,  est  la  perce[)tion  intuitive  de  leur 
dinV'renee  de  position.  Cela  est  fondamental,  et  il  faut  l'ac- 
cepter comme  une  donnée.  Cette  donnée  est  présupposée  dans 
la  distinction  des  divers  points,  et  forme  l'âme  même  de  la 
(léométrie.  C'est  là,  en  fait,  l'essence  de  la  notion  d'une 
forme  d'extériorité,  laquelle  constitue  l'objet  de  la  Géométrie 
projective. 

122.  Nous  pouvons  maintenant  résumer  les  résultats  de  notre 
analyse  de  la  Géométrie  projective,  et  énoncer  les  axiomes  qui 
servent  de  base  à  ses  déductions.  Nous  aurons  ensuite  à  prouver 
que  ces  axiomes  sont  nécessaires  à  toute  forme  d'extériorité, 
ce  qui  nous  fera  passer  de  la  pure  analyse  à  un  argument 
transcendantal. 

Les  axiomes  qui  ont  été  admis  dans  l'analyse  précédente,  et 
qui,  semble-t-il,  suffisent  à  fonder  la  Géométrie  projective, 
peuvent  être  formulés  en  gros  comme  suit  : 

L  On  peut  distinguer  diflerentes  parties  de  l'espace,  mais 
toutes  ces  parties  sont  ({ualitativement  semblables,  et  ne  se  dis- 
tinguent que  par  le  fait  immédiat  qu'elles  sont  situées  les  unes 
en  dehors  des  autres. 

IL  L'espace  est  continu  et  divisible  à  l'infini;  le  résultat  de 
cette  division  infinie,  le  zéro  d'étendue,  s'appelle /)o////  ('). 

IlL  Deux  points  (juelconques  déterminent  une  ligure  uni(|ue, 
appelée   ligne  droite;  trois  points  quelcon(jues,  en  général, 

('  )  Sur  cet  axiome,  toutefois,  cf.  §  l.'Ji. 
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déterminent  une  figure  unique,  le  plan.  Quatre  points  quel- 
conques déterminent  une  figure  correspondante  de  trois  dimen- 
sions, et  il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  la  même  chose  ne  soit 
pas  vraie  d'un  nombre  quelconque  de  points.  Mais  ce  processus 
prend  fin,  tôt  ou  lard,  avec  un  certain  nombre  de  points  qui 
déterminent  la  totalité  de  l'espace.  Car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi, 
aucun  nombre  de  relations  d'un  point  à  une  collection  de 
points  donnés  ne  pourrait  jamais  déterminer  sa  relation  à  des 
nouveaux  points,  et  la  Géométrie  deviendrait  impossible  (' ). 
Cet  énoncf''  des  axiomes  n'a  pas  la  prétention  d'avoir  une  pré- 
cision exclusive  :  on  pourrait  aisément  trouver  d'autres  énoncés 
égalemoni  valabl(?s.  Car  tous  ces  axiomes,  comme  nous  le  verrons 
pkis  lard,  dépendent  pliilosoplii(juement  les  uns  des  autres,  et 
peuvenl,  pai'  suite,  être  formulés  de  bien  des  manières.  Quoi 
qu'il  en  soit,  l'énoncé  précédent  comprend,  si  je  ne  me  trompe, 
tout  ce  (jui  est  essentiel  à  la  Géométrie  projective,  et  tout  ce 
qui  est  requis  pour  démontrer  le  principe  de  la  transformation 
projective.  Avant  de  discuter  l'apriorité  de  ces  axiomes,  résu- 
mons encore  une  fois  les  fins  (ju'ils  sont  destinés  à  atteindre. 

123.  Au  point  de  vue  exclusivement  mathématique,  nous 
l'avons  vu,  la  Géométrie  projective  recherclie  seulement 
quelles  figures  peuvent  se  déduire  les  unes  des  autres  par  des 
transfonnalions  projectives,  c'est-à-dire  par  les  opérations  de 
projection  et  de  section.  Ces  opérations,  dans  toutes  leurs 
formes,  présupposent  le  point,  la  ligne  droite  et  le  plan  (-), 
dont  la  néc(3ssité  pour  la  Géométrie  projective,  au  point  de  vue 
purement  mathématique,  est  ainsi  évidente  par  elle-même  dès 
le  début.  Mais  philosophiquement,  la  Géométrie  projective  a, 
nous  lavons  vu,   une  plus  grande  portée.  Cette  portée  plus 


(')  l'our  la  «lémonstration  de  cette  proposition,  voir  Ghap.  III,  scct.  B, 
Axiornr  i/cs  iliineiisions. 

(-)  Dans  toutes  les  discussions  de  la  Géométrie  générale,  la  ligne  droite  et 
le  plan  ne  sont  pas  nécessairement  euclidiens.  Ge  sont  simplement  des  figures 
dili'iniinres,  en  général,  respectivement  par  deu\  et  par  trois  points;  la 
(lucslion  de  savoir  s'ils  se  conforment  à  l'axiome  des  parallèles  et  à  la  forme 
euclidienne  de  l'axiome  de  la  ligne  droite,  ne  doit  pas  entrer  en  considération 
dans  leur  délinition  {rénérale. 
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Jurande,  qui  doiino  à  la  retlieiclio  des  fi<,^urcs  projcclivement 
équivalentes  son  importance  capitale,  consiste  dans  sa  détermi- 
nation de  la  similitude  spatiale  (pialitativ<',  c'esl-à-dire  dans  la 
détermination  de  toutes  les  lij^ures  (jui,  étant  donnée  une  lij^ure 
quelconcpie,  ne  ])euvent  se  distinj^uer  de  cette  ligure  que  par 
le  seul  fait  qu'elles  lui  sont  extéiieures,  aussi  lonj^temps  (ju'on 
en  exclut  la  (juantité. 

\'1\.  ()v  (piaud  on  considère  ce  qu'implicjuc  cette  é(juiva- 
lenct'  qualitative  absolue,  on  trouve  aussitcM,  comme  sa  condi- 
tion la  plus  manifeste,  la  parfaite  homogénéité  de  l'espace,  (^ar 
cela  suppose  (prune  figure  peut  être  complètement  définie  par 
ses  relations  internes,  et  que  les  relations  externes  (pii  consti- 
tuent sa  position,  tout  en  suffisant  à  la  distinguer  des  autres 
figures,  n'aflectent  en  aucune  manière  ses  propriétés  internes, 
celles-ci  étant  regardées  comme  qualitativement  identicpies  à 
celles  d'autres  figures  qui  ont  des  relations  externes  tout  à  fait 
diflérentes.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  ne  pourrait  y  avoir  rien 
d'analogue  à  une  transformation  projective.  Car  une  telle  trans- 
formation change  toujours  la  position  d'une  figure,  c'est-à-dire 
ses  relations  externes,  et  par  suite,  si  les  figures  dépendaient  de 
leurs  relations  à  d'autres  figures  ou  à  l'espace  vide,  on  ne  pour- 
rait étudier  cette  transformation  sans  référence  à  d'autres 
ligures,  ou  à  la  position  absolue  de  la  figure  primitive.  Bref, 
notre  principe  postule  ce  qu'on  peut.  apj)eler  la  passivité 
mutuelle  et  \  indépendance  récipro(pie  de  deux  parties  ou  de 
deux  figures  de  l'espace. 

Cette  passivité  et  cette  indépendance  inqili(pient  l'homogé- 
néité de  l'espace,  ou  son  équivalent,  la  relativité  de  la  position. 
Car  si  les  propriétés  internes  d'une  figure  sont  les  mêmes, 
(juelles  que  soient  ses  relations  externes,  il  s'ensuit  que  toutes 
les  parties  de  l'espace  sont  qualitativement  semblables,  puis- 
qu'un changement  de  relation  externe  est  un  changement  delà 
partie  de  l'espace  occuj)ée.  11  s'ensuit  encore  (pie  tout»;  position 
est  lelative  et  extrinsè(pie,  c'est-à-dire  que  la  |)osition  d'un 
[)oint,  ou  la  partie  de  r«'sj)aee  occupée  par  une  figure,  n  est  pas 
un(.'  propriété  intriusè(pi<'  i\\\  point  ou  de  la  figure,  et  n'a  aucun 
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effet  sur  ses  propriétés  intrinsèques,  mais  est  exclusivement 
une  relation  à  d'autres  points  ou  figures  de  l'espace,  et  reste 
sans  efTet,  excepté  là  où  il  s'agit  de  relations  du  même  genre. 

125.  L'homogénéité  de  l'espace  et  la  relativité  de  la  position 
sont  donc  présupposées  dans  la  comparaison  spatiale  (pialita- 
tive  dont  s'occupe  la  Géométrie  projective.  La  relativité  de  la 
position  est  aussi,  on  l'a  vu,  la  base  du  principe  de  dualité. 
Or  ces  propriétés,  comme  je  vais  maintenant  essayer  de  le 
prouver,  appartiennent  nécessairement  à  toute  forme  d'exté- 
riorité, et  sont  ainsi  des  propriétés  a  priori  de  tous  les  espaces 
possibles.  Mais,  pour  le  démontrer,  il  faut  d'abord  définir  la 
notion  d'une  forme  d'extériorité  en  général. 

Remarquons  tout  d'abord  que  la  distinction  entre  les  Géo- 
métries  euclidienne  et  non-euclidiennes,  si  importante  dans  les 
recherches  métriques,  disparaît  dans  la  Géométrie  projective 
proprement  dite.  Cela  fait  présumer  que  la  Géométrie  projec- 
tive, (juoique  iuventée  à  l'origine  comme  science  de  l'espace 
euclidien,  et  ultérieurement  aussi  des  espaces  non-euclidiens, 
s'occupe  en  réalité  d'une  notion  plus  large,  qui  comprend  les 
deux  sortes  d'espaces  et  néglige  les  attributs  par  lesquels 
elles  difTèrent.  C'est  cette  notion  que  j'appellerai  une  forme 
d'extériorité. 

126.  Dans  la  profonde  Introduction  philosophique  de  son 
Ausdehnungslehre  de  18445  Grassmann  a  émis  l'idée  que  la 
Géométrie,  improprement  regardée  comme  une  science  pure, 
est  en  réalité  une  branche  des  Mathématiques  appliquées, 
puisqu'elle  traite  d'un  objet  qui  n'est  pas,  comme  le  nombre, 
créé  par  l'entendement,  mais  qui  lui  est  donné,  et  qui,  par 
suite,  n'est  pas  complètement  soumis  à  ses  seules  lois.  ^Lais 
il  doit  être  possible,  prétendait-il,  de  construire  une  branche 
des  Mathématiques  pures,  c'est-à-dire  une  science  dont  l'objet 
serait  entièrement  une  création  de  l'esprit,  et  qui  ])0urtant 
traiterait  de  l'étendue  comme  le  fait  la  Géométrie,  mais 
de  l'étendue  en  tant  que  conçue,  et  non  en  tant  qu'em- 
piriquement perçue  dans  la  sensation  ou  dans  l'intuition. 
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A  ce  point  de  vue,  la  controverse  entre  les  kantiens  et  leurs 
adversaires  perd  toute  raison  d'ôtre,  puistjue  la  distinction 
entre  les  Mathématiques  pures  et  aj)j)li((uées  ne  réside  pas 
dans  la  distinction  entre  le  subjectif  et  l'objeclif,  mais  entre  ce 
qui  est  purement  intellectuel,  d'une  part,  et  tout  ce  (pii  ne  Test 
pas,  d'autre  part.  Or  Rant  a  soutenu  avec  la  j)lus  ^^rande 
énergie  que  l'espace  n'est  pas  une  construction  intellectuelle, 
mais  une  intuition  subjective.  Par  suite,  d'après  la  distinction 
de  (irassmann,  laCiéométrie  appartient  aux  Matliématicpn's  ap- 
pliquées aussi  bien  dans  Topinion  de  Kant  que  dans  celle  de  ses 
adversaires.  Ml  la  distinction  de  (irassmann  est,  à  mon  avis,  la 
plus  importante  pour  l'Epistémologie,  et  celle  qu'on  doit 
adopter  pour  distinguer  l'a  priori  de  l'empirique.  Car  ce  qui 
est  purement  intuitif  peut  changer  sans  renverser  les  lois  de  la 
pensée,  sans  rendre  la  connaissance  formellement  inq)ossible; 
mais  ce  qui  est  purement  intellectuel  ne  peut  changer  sans  que 
les  lois  de  la  pensée  changent  et  que  toute  notre  connaissance 
s'écroule  en. même  temps.  Je  suivrai  donc  la  distinction  de 
Grassmann  en  construisant  une  forme  a  priori  et  purement 
conceptuelle  d'extériorité. 

127.  La  pure  théorie  de  l'extension,  telle  que  (irassmann l'a 
construite,  n'a  pas  besoin  d'être  discutée,  car  elle  contenait 
bien  des  matériaux  empiriques,  et  elle  échoua  comme  tentative 
philosophique.  Mais  ses  principes  nous  permettront,  je  crois, 
de  prouver  que  la  Géométrie  projective,  abstraitement  inter- 
prétée, est  la  science  qu'il  a  entrevue,  et  porte  sur  une  matière 
qui  peut  être  construite  par  le  seul  entendenuMit  pur.  Seule- 
ment, s'il  en  est  ainsi,  il  faut  remarquer  que  la  Géométrie  pro- 
jective devient  pour  le  moment  purement  hypothéti(|ue  ('). 
Comme  Bradley  l'a  montré  (-  ),  toute  vérité  nécessaire  est  hy- 
pothétique, et  ne  fait  (|u"afiirmer,  à  première  vue,  le  principe 
sur  le(|uel  repose  la  connexion  nécessaire  des  prémisses  et  de 


(•  )  J'essaierai  de  prouver,  daii!"  le  <:iKi|»ilre  IN  ,  que  la  Géométrie  projeclive 
a  nécessairemenl  une  portée  réelle. 
(*)  Logic,  Livre  I,  Cliap,  II. 
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la  conclusion.  Si  nous  construisons  un  pur  concept  de  l'extério- 
rité,  et  que  nous  abandonnions  ainsi  notre  espace  actuellement 
donné,  le  résultat  de  notre  construction  restera  sans  portée 
réelle,  tant  que  nous  ne  reviendrons  pas  à  quelque  chose  d'ac- 
tuellement donné;  car  il  affirme  simplement  ceci  :  si  Ton  a 
Texpérience  d'une  extériorité,  il  faut  qu'il  y  ait  une  forme  d'ex- 
tériorité douée  de  telles  et  telles  propriétés.  Que  l'on  ait  néces- 
sairement l'expérience  d'une  extériorité,  le  premier  argument 
de  Kant  sur  l'espace  le  prouve,  je  pense,  pour  ceux  qui  ad- 
mettent l'expérience  d'un  monde  de  choses  diverses  mais  en 
relation  réciproque.  Mais  c'est  là  une  question  qui  appartient 
au  Chapitre  suivant. 

Ce  que  nous  avons  à  rechercher  ici,  ce  n'est  pas  s'il  y  a  une 
forme  d'extériorité,  mais  si,  au  cas  où  il  y  en  aurait  une,  elle 
doit  posséder  les  propriétés  incarnées  dans  les  axiomes  de  la 
Géométrie  projective.  Mais,  avant  tout,  qu'entendons-nous  par 
une  telle  forme? 

128.  Dans  un  monde  où  la  perception  nous  représente  des 
choses  diverses,  avec  des  contenus  distingués  et  différenciés,  il 
faut  qu'il  y  ait,  dans  la  perception,  au  moins  un  principe  dr 
différenciation,  c'est-à-dire  un  élément  par  lequel  les  choses 
représentées  soient  distinguées  comme  diverses.  Cet  élément, 
pris  isolément,  et  abstrait  du  contenu  qu'il  différencie,  peut 
être  appelé  une  forme  d'extériorité.  Que  cet  élément,  pris  iso- 
lément, doive  apparaître  comme  une  forme,  et  non  comme  une 
simple  diversité  du  contenu  matériel,  c'est,  je  crois,  ce  qui  est 
tout  à  fait  évident.  Car  une  diversité  de  contenu  matériel  ne 
peut  pas  être  étudiée  à  part  de  ce  contenu  matériel;  or  ce  que 
nous  voulons  étudier  ici,  au  contraire,  c'est  la  pure  possibilité 
d'une  telle  diversité,  c'est-à-dire  ce  qui  reste,  comme  j'essaierai 
de  le  prouver  plus  loin  ('),  quand  on  fait  abstraction,  dans 
chaque  perception  sensible,  de  tout  ce  qui  distingue  sa  matière 
particulière.  C'est  cette  possibilité,  ce  principe  de  pure  diver- 
sité qui  est  notre  forme  d'extériorité.  Jusqu'à  quel  point  il  est 


(';  Chap.  IV,  §§  18G-191. 
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nécessaire  (radineltre  une  lelle  tonne  comme  (Usiincte  des 
choses  en  relation  réciprocjue,  c'est  ce  (jue  j'étudierai  plus 
tard(').  Pour  le  moment,  |)uis(jue  l'espace,  tel  que  le  consi- 
dère la  Géométrie,  est  certainement  une  forme  de  cette  espèce, 
nous  avons  seulement  à  nous  demander  :  (^)uelles  sont  les  pro- 
priétés que  doit  ut'eessairemenl  posséder  un»'  telle  Corui»',  (piand 
on  Tétudie  à  l'élal  d'abslraction? 

129.  V.u  premier  lieu,  TexlérioiMlé  est  une  notion  cssciiliclle- 
meut  relative,  car  rien  ne  |)eut  être  extérieur  à  soi-même,  lùre 
extérieur  à  cpielque  chose,  c'est  être  autre  chose  avec  (piehpie 
rap[)ort  à  cette  chose.  Par  suite,  ([uand  on  abstrait  une  lormc 
d'extériorité  de  tout  contenu  matériel,  et  qu'on  Tétudic  isolé- 
ment, la  position  doit  nécessairement  apparaître  comme  pure- 
ment relative  :  une  position  ne  peut  avoir  aucune  (pialité  in- 
trinsèque, car  notre  forme  consiste  en  une  pure  extériorité,  et 
l'extériorité  ne  contient  aucune  ombre  ni  trace  d'une  qualité 
intrinsèque.  iNous  obtenons  ainsi  notre  postulat  fondamental, 
la  relativité  de  la  position,  ou,  comme  on  peut  l'exprimer,  Vah- 
scnce  complète  de  tout  vestij^e  de  substantialité  {tliingliood) 
dans  cette  forme. 

Le  même  raisonnement  peut  encore  s'énoncer  comme  suit  : 
Si  nous  abstrayons  le  concept  de  rexlériorité,  et  (pie  nous 
essavions  de  le  traiter  en  lui-même,  il  est  évident  que  nous  ob- 
tiendrons forcément  un  objet  dénué  à  la  fois  d'éléments  et 
de  totalité.  Car  nous  avons  fait  abstraction  de  la  matière  di- 
verse qui  remplissait  cette  forme,  tandis  cpi'un  élément  ou  un 
tout  quelconque  retiendrait  (piehpies-unes  des  qualités  de  la 
matière.  Un  élément  ou  un  tout,  en  elVet,  devrait  être  une 
chose  non  extérieure  à  elle-même,  cl  contiendrait  par  suite 
(pielque  chose  qui  ne  serait  pas  pure  extériorité.  l)c  là  naît, 
dans  la  recherche  des  éléments,  la  divisibilité  à  l'inlini.  asce  la 
notion  contradictoire  du  [)oint,  <'t,  dans  la  recherch»'  d  un  tout 
conqdet,  l'idée  d'une  étendue  illimitée,  avec  la  contiadiclion 
d'une  régression  iidinie  ou  d'un  cercle  vicieux.  Par  là  encore, 


(')  Ctiap.  IV,  §  201  cl  suivaiil>. 
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noire  forme  ne  contient  ni  des  éléments,  ni  une  lolalitc,  mais 
seulement  des  relations  sans  fin,  les  termes  de  ces  relations  étant 
exclus  par  l'abstraction  qu'on  a  faite  de  la  matière  qui  remplit 
cette  forme. 

130.  Nous  pouvons  déduire  de  la  même  manière  l'homogé- 
néité de  cette  forme.  On  a  fait  abstraction  de  la  diversité  du 
contenu,  qui  n'était  possible  que  dans  la  forme  d'extériorité,  et 
l'on  n'a  rien  gardé  qiic  la  pure  possibilité  de  la  diversité,  le  pur 
principe  de  différenciation,  lui-même  uniforme  et  non  diffé- 
rencié. Car  si  la  diversité  présuppose  une  telle  forme,  la  forme 
ne  peut  pas  être  elle-même  diverse  ou  différenciée,  à  moins 
d'être  contenue  dans  une  autre  forme. 

On  peut  encore  déduire  la  même  propriété  de  la  rela- 
tivité de  la  position.  Car  si  une  position  possédait  une  qualité 
quelconque  qui  la  distinguât  d'une  autre,  cette  qualité  serait 
nécessairement  plus  ou  moins  intrinsèque,  et  contredirait  la 
pure  relativité.  Par  suite,  toutes  les  positions  sont  qualitative- 
ment semblables,  c'est-à-dire  que  la  forme  est  partout  homo- 
gène. 

131.  De  ce  qui  a  été  dit  de  l'homogénéité  et  de  la  relativité 
résulte  une  des  plus  étranges  propriétés  d'une  forme  d'exté- 
riorité. Cette  propriété  consiste  en  ce  que  la  relation  d'extério- 
rité entre  deux  choses  quelconques  est  divisible  à  l'infini,  et 
peut  être  regardée,  en  conséquence,  comme  composée  d'un 
nombre  infini  de  prétendus  éléments  de  cette  forme,  ou  encore 
comme  la  somme  de  deux  relations  d'extériorité  (*).  Parler  de 
diviser  ou  d'additionner  des  relations  peut  bien  paraître  ab- 
surde; en  réalité,  cela  montre  l'impropriété  du  iJiol  i^elation 
dans  ces  locutions.  Et  pourtant  il  est  difficile  de  trouver  une 


(')  11  importe  cepciulaiU  de  remarquer  que  cette  manière  d'envisaj^er  la 
relation  spatiale  implique,  comme  la  définition  du  point,  la  notion  de  tout  et 
de  i)artie;  du  point  de  vue  purement  projectif,  la  relation  entre  deux  points 
est  toute  la  ligne  droite  illimitée  sur  laquelle  ils  se  trouvent,  et  n'a  pas  be- 
soin d'être  regardée  comme  divisible  en  parties  ou  comme  composée  de 
points. 
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expression  qui  soit  moins  impropre.  En  fait,  il  semble  que  Tex- 
tériorité  ne  soit  pas  taul  une  relation  (pTuncpure  lelalivité,  ou 
la  pure  possibilité  (Tunt'  relation.  Je  m'étendrai  sur  ce  sujet 
dans  le  Chapitre  IV(').  A  présent,  il  importe  seulement  de 
remarquer  (ce  qui  sera  invoqué  dans  le  raisomiement  suivant) 
que  la  relation  (si  l'on  peut  l'appeler  ainsi)  dCxlériorilé  entre 
deux  ou  plusieurs  choses  doit  être  capable  d'un  chan^aMuent 
continu,  puiscpie  notre  forme  est  homogène,  et  de  division  à 
rinlnii,  puis(pie  notre  forme  divisible  à  l'infini  est  constituée 
par  (le  telles  lelalions.  Or  le  résultat  de  la  division  à  linfini 
est  délini  comme  l'élément  de  notre  forme.  (Notre  forme  n'a 
pas  délémenls,  mais  on  doit  imag^iner  des  éléments  pour  pou- 
voir raisonner  sur  elle,  comme  on  le  montrera  plus  complète- 
ment dans  le  Chapitre  I\  .  )  Il  s'ensuit  que  toute  relation  d'ex- 
l(''riorité  peut  être  regardée,  pour  les  besoins  de  la  ScitMice, 
comme  une  collection  infinie  d'éléments,  bien  qu'au  point  de 
vue  philosophique  les  relations  seules  soient  valables,  et  que  les 
éléments  soient  le  résultat  contradictoire  de  la  substautialisa- 
tion  de  la  forme  d'extériorité.  Celte  manière  d'envisagei-  les 
relations  d'extériorité  est  importante  pour  comprendre  la  signi- 
fication d'idées  telles  que  celles  de  trois  ou  quatre  points  en 
liune  droite. 

(domine  ce  point  est  difficile  et  important,  je  vais  n'péier, 
avec  un  peu  plus  de  détails,  Texplication  de  la  manière  dont  les 
lignes  droites  et  les  plans  arrivent  à  être  regardés  comme  des 
collections  de  points.  Du  point  de  vue  strictement  projeetif, 
alors  que  toutes  les  autres  figures  sont  simplement  des  collec- 
tions d'un  nombre  aussi  grand  (pi'on  veut  de  points,  de  lignes 
ou  de  plans  donnés  par  une  construction  j)rojective,  les  lignes 
droites  et  les  plans  eux-mêmes  sont  donnés  intégralement,  et 
ne  doivent  pas  être  considérés  comme  divisibles  ou  composés 
de  parties.  Dire  (piun  point  se  trouve  sur  une  ligiu;  dioii.-  si- 
gnifie, pour  la  Géométrie  projeclive  pure,  que  la  ligne  droite 
est  une  relation  entre  ce  point  et  un  autre  point  (pieleituijue. 


(')  §§  207,  208.  Cf.  Hkgel,  .\aturphilos<>phif,  §231. 
R. 
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Dans  ce  cas,  si  l'on  veut  cjuc  notre  énoncé  soit  e.vcnipl  de  con- 
tradiction, il  faut  rej;arder  les  points  en  question  comme  des 
])oints  réels  (si  l'on  peut  employer  une  telle  expression \  c'est- 
à-dire  comme  des  centres  matériels  inétendus  (').  Les  liqnes 
droites  et  les  plans  sont  alors  des  relations  entre  ces  atomes 
matériels.  Mais  ce  sont  des  relations  qui  peuvent  subir  un 
changement  métrique,  tout  en  restant  projcctivemenl  inva- 
riables. Lorsque  la  relation  projective  des  deux  points  A,  |]  est 
la  même  que  celle  des  deux  points  A,  C,  tandis  que  la  relation 
mélricpie  (distance)  est  difïerenle,  les  trois  points  A,  13,  C  sont 
dits  être  en  li^ne  droite.  Or  la  manière  métrique  de  consi- 
dérer les  ligures  spatiales  exige  qu'elles  soient  substantialisées, 
et  (pi'elles  ne  soient  plus  regardées  comme  de  pures  relations. 
(>ar  quand  on  regarde  une  grandeur  comme  extensive,  c'est- 
à-dire  comme  divisible  en  parties,  on  la  regarde  nécessairement 
comme  (pirlque  chose  de  plus  ([u'unc  pure  relation  ou  attribut, 
puisque  aucune  relation  pure  on  attribut  ne  peut  être  divisé. 
Il  faut  donc  substantialiscr  les  relations  spatiales,  pour  les 
traiter  quantitativement  (^).  Cela  fait,  on  obtient,  nous  l'avons 
vu  ci-dessus,  une  forme  d'extériorité  homogène  et  divisible  à 
Tmlini.  On  trouve  alors  que  la  distance,  par  exemple,  peut  va- 
rier d'une  manière  continue  sans  changer  la  ligue  droite  sur 
laquelle  elle  est  mesurée.  On  obtient  ainsi,  sur  la  ligne  droite 
en  question,  une  série  continue  de  points  qui,  puisqu'elle  est 
continue,  est  considérée  comme  constituant  cette  ligne  droite. 
(Test  uniquement  de  cette  substantialisation  des  relations, 
exigée  par  la  Géométrie  métrique,  que  naît  la  conception  des 
lignes  dioiles  et  des  ])lans  comme  composés  de  points,  et 
c'est  d'elle  aussi  (pie  naissent  les  difficultés  de  la  Géométrie 
métri(pi(\ 

J32.    L'idée  des  ^///??r'/^v/o//.v  nous  fait  franchir  une  nouvelle 
étape  (huis  la  définition  d'une  forme  d'extériorité,   l^es  posi- 


(  1  )    ]'oir  Cliap.  IV,  i5l5  19(5-11)9. 

(  -  )    ]'uir  notre  arliclo  sur  Les  rapports  du  nombre  et  de  la  grandeur, 
d.iiis  le  Miml  (juillet  lî^yj). 
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lions,  on  Ta  vu,  sont  flôfinles  unicjuenient  par  leurs  rrlalions  à 
craulres  positions.  Mais  pour  (ju'unc  tell*?  délinition  soit  pos- 
sible, il  faut  (pi'uu  nonii)re  fini  de  relations  soit  suflisanl, 
puisque  des  nond)res  inlinis  sont  pliilosophiipienient  inadmis- 
sibles. Si  donc  la  connaissaïue  d<'  notre  forme  doit  être  pos- 
sible, il  faut  (pi'une  ])osition  |)uisse  se  délinir  par  un  nond)re 
entier  liui  de  relations  avec  d'autres  positions,  (^bacune  des 
relations  nécessaires  pour  cette  définition  s'aj)pelb'ra  une  di- 
n)L'ii.sioii.  Nous  obtenons  ainsi  cetlt;  projiosition  :  Toitlr  forme 
tVi'jti-riorili'  doit  a\oir  un  /lo/fih/c  rnlic/Ji/ii  df  dimensions. 

13.].  Le  raisonnement  précédent,  peut-on  objecter,  a  né- 
iiliilé  une  possibilité.  Lu  adversaire  j)ourrail  prétendre  (pTou  a 
emplo\(!'  un  argument  transcendantal,  sans  [)rouver  suflisam- 
nient  (pie  la  connaissance  d'une  extériorité  doit  être  possible 
sans  aucune  référence  au\  contenus  extérieurs  les  uns  aux 
autres.  La  définition  d'une  position  peut  être  impossible  tant 
(pie  Ton  néglijjie  la  matière  qui  reiiq)lit  la  forme,  mais  peut  d(3- 
veuir  possible  lorsqu'on  tient  compte  de  celte  matière.  On 
j)eiit,  je  crois,  répondre  avec  succès  à  celle  objection  en  s'ap- 
|)uvanl  sur  la  passivité  et  riiomoi^énéité  de  notre  forme.  Car  si 
la  délinilion  de  la  position  dépendait  de  la  matière  particulière 
(pii  occupe  celte  position,  cela  iiii[)li(pierait  une  sorte  d'action 
récipro(pie  entre  la  matière  et  sa  |)()silion,  ou  une  réaction  du 
contenu  varié  sur  la  forme  liomoj^^ène.  Mais  puis(pie  la  forme 
est  totalement  dépourvue  desubslantialilé,  parfaitement  impas- 
sible, et  entièrement  dé[)0urvue  de  dinérence  entre  ses  parties, 
une  telle  réaction  est  inconcevable.  Lue  réaction  sur  la  position 
devrait  l'altérer  en  (juelque  manière;  mais  comment  pourrait- 
elle  être  altérée?  h'Ile  n'a  })as  de  (pialit(''s,  si  ce  n'est  celles  (pii 
en  font  la  position  (ju'elle  est,  par  o[)positioii  aux  autres  posi- 
tions; elle  ne  peut  donc  pas  cbanj^er  sans  devenir  une  position 
dilïèrente.  Or  un  tel  clian^emeiil  contredit  le  piincipe  d'iden- 
tité. Ce  n'est  donc  pas  la  position  (jui  a  cban^'é,  mais  le  contenu 
(pii  s'est  d<''plaeé  dans  la  forme.  Dès  lors,  si  l'on  peut  obtenir 
une  connaissance  (pielcoïKjue  de  notre  forme,  il  faut  qu'on 
puisse  l'obtenir  de  telle  sorte  qu'elle  soit  logicpiemcnt  indépen- 
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dantc  de  la  matière  particulière  qui  remplit  la  forme.  Par  con- 
séquent, une  fois  admise  la  possibilité  de  la  connaissance  dans 
le  domaine  en  question,  le  raisonnement  précédent  établit  la 
nécessité  d'un  nombre  entier  fini  de  dimensions. 

134.  Reprenons  notre  arf^ument  primitif  à  la  lumière  de  ces 
explications.  Une  position  n'est  complètement  définie  que  lors- 
(pi'on  connaît  un  nombre  suffisant  de  relations  pour  pouvoir 
déterminer  sa  relation  avec  n'importe  quelle  autre  position 
connue.  Une  telle  définition  ne  peut  être  fondée  que  sur  des 
relations  intérieures  à  la  forme  d'extériorité,  comme  nous  ve- 
nons de  le  voir,  et  jamais  sur  des  relations  qui  impliqueraient 
une  référence  à  la  matière  particulière  qui  remplit  la  forme. 
Mais  la  possibilité  d'une  telle  définition  résulte  du  principe  du 
milieu  exclu,  lorsqu'on  interprète  ce  principe  dans  le  sens  où 
Bosanquet  le  fait,  à  savoir  que  «  la  Réalité...  est  un  système 
de  parties  réciproquement  déterminées  (')  ».  Car  cela  sup- 
pose que,  étant  données  les  relations  d'une  partie  A  avec 
d'autres  parties  13,  C,  ...,  un  nombre  suffisamment  j^rand  de 
telles  relations  détermine  les  relations  de  B  avec  C,  etc.  S'il 
n'en  était  pas  ainsi,  on  ne  pourrait  pas  dire  que  les  parties  A, 
B,  C,  ...  forment  un  système;  car,  dans  un  tel  système,  dé- 
finir A,  c'est  définir  en  même  temps  tous  les  autres  membres,  et 
donner  un  attribut  à  A,  c'est  donner  un  attribut  à  B  et  à  C. 
Mais  lorsqu'on  rétablit  la  matière  dont  on  a  fait  abstraction  pour 
ne  considérer  que  les  positions,  les  relations  entre  des  posi- 
tions deviennent  des  relations  entre  les  choses  qui  occupent  ces 
positions,  et  ces  relations,  nous  l'avons  vu,  peuvent  être  étu- 
diées sans  référence  à  la  nature  particulière  que  possèdent,  à 
d'autres  égards,  les  termes  de  ces  relations.  11  en  résulte  que, 
si  l'on  applique  le  principe  général  de  l'unité  systématique  à 
ces  relations  en  particulier,  on  trouve  que  ces  relations  dé- 
pendent les  unes  des  autres,  puisque  leur  définition  ne  dépend 
d'aucune  autre  chose.  Ainsi  l'axiome  des  dimensions,  sous  la 
forme  générale  énoncée  ci-dessus,  est  la  conséquence,  dans  le 

C)  Logic,  Vol.  II,  Chap.  ^'II,  p.  iw. 
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cloni.iine  géomélriqiie  abstrait,  de  la  relativité  de  la  position  et 
du  principe  du  milieu  exclu, 

135.  Avant  d'jiller  plus  Njiii,  il  est  nécessaire  dt'xauiiner  le 
cas  particulier  reniarcjuahle  où  une  forme  d'extériorité  n'a 
qu'une  dimension.  Des  deux  loruies  d'extériorité  fournies  par 
l'expérience,  l'une,  à  savoir  le  temps,  olVre  un  exemple  de  ce 
cas  paili<ulier.  Mais  on  peut  montrer,  je  crois,  (ju"»n»e  seule 
forme  à  une  dimension  ne  pourrait  pas  remj)lir  la  fonction  (jue 
nous  exiiicons  d'elle  pour  établir  la  possibilité  de  l'expérience. 
En  elVet,  dans  une  forme  à  une  dimension,  les  divers  contenus 
ne  peuvent  être  ordonnés  qu'en  série,  et  ne  peuvent  pas  cban^^er 
leur  ordre  dans  la  série  sans  se  pénétrer  mutuellement.  Mais 
cela  bnir  est  inqiossible,  puiscpi'ime  forme  d'extériorité  est 
simplement  l'expression  de  la  diversité  des  choses;  d'où  il  suit 
que  des  choses  ne  peuvent  pas  occuper  la  même  position  dans 
une  forme,  à  moins  cpi'il  n'y  ail  une  autre  forme  pour  les  dif- 
férencier. Car  là  où  il  n'y  a  pas  d'extériorité,  il  n'y  a  pas  de 
diversité  (').  Ainsi  deux  corps  peuvent  occuper  le  même 
espace,  mais  seulement  en  des  lenq)S  dilîérents;  deuv  choses 
peuvent  exister  simultanément,  mais  seulement  en  dillérentes 
places.  Lue  forme  à  une  dimension  ne  peut  donc  pas,  par  elle- 
même,  ])ermeltre  ce  chan<i:enienl  des  relations  d'exléiiorilé, 
qui  seul  peut  nous  donner  conscience  d'un  monde  varié  de 
choses  en  relation  réciprocpie. 

136.  A  ce  raisomuMuenl,  ou  [x'ul  objecter  (pie  sa  validité 
dépend  de  la  supposition  (pie  le  ehan^a^meiit  d  une  relation 
d'extériorité  est  nécessairement  continu.  11  parait  pres(pie  im- 
possible soit  de  poser,  soit  de  lever  cette  objection,  d'une  ma- 
nière ([ui  n'implique  pas  le  temps.  Car  on  ne  peut  [)arler  d'un 
changement,  continu  ou  discontinu,  sans  imaginer  le  temps. 
Admettons  donc  que  le  temps  soit  connu,  et  examinons  si  le 

('»  iNoii*  ciilciulon^  dans  tout  ceci  la  »liver.«itc  rccllc,  par  opiiositio»  à  la 
diversité  logique.  Des  allril)ut->  divers  peuvent  coexister  dans  une  clioso  en 
même  temps  et  au  mèiue  lieu,  mais  deux  choses  réelles  dillérentes  ne  peu- 
vent pas  coexister  de  cette  manière. 
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chann^crncnt  teniporcl,  dans  une  autre  forme  d'cxlrrioriU',  est 
nécessairement  continu  (').  Il  faut  répondre,  je  crois,  (|ue  la 
continuité  est  nécessaire.  Le  changement  de  relation,  dans  notre 
forme  non  temporelle,  peut  être  décrit,  sans  danger  de  malen- 
tendu, comme  un  mouvement,  et  Ton  peut  a[)[)li(pier  à  ce 
mouvement  le  principe  de  causalité,  puisqu'on  a  déjà  admis  le 
temps.  11  en  résulte  alors  (pi'un  mouvement  discontinu  im|)li- 
querail  un  effet  Uni  provenant  d'une  cause  infiniment  petite, 
car  une  cause  qui  n'agirait  cpie  pendant  un  moment  serait  inli- 
ninient  pelite.  (]ela  implique  aussi  que  l'instant  a  une  valeur 
absolue,  tandis  (pie  ce  qui,  dans  une  forme  (juelcon(pie  d'exté- 
riorité, a  une  valeur  réelle,  ce  n'est  pas,  comme  nous  l'avons 
déjà  vu,  Télément  infinitésimal  et  contradictoire  qui  résulte  de 
la  division  à  l'infini,  mais  la  relation  finie  cpie  l'analyse  mathé- 
maticjue  résout  en  éléments  évanouissants.  Il  faut  donc  que  le 
changement  soit  continu,  et  la  possibilité  d'un  arrangement  en 
série  subsiste  entière. 

Le  même  argument  vaut  nécessairement  [)Our  une  foi'me  à 
une  dimension  autre  que  le  temps.  Car  quelque  chose  d'ana- 
logue à  la  causalité  serait  nécessaire  à  l'expérience,  et  la  rela- 
tivité de  la  forme  serait  encore  nécessairement  valable.  Par 
suite,  puisqu'on  n'a  invoc|ué  que  ces  deux  propriétés  du  temps, 
la  démonstration  précédente  resterait  valable  pour  toute  seconde 
forme  dont  les  relations  correspondraient  à  celles  delà  première, 
comme  l'analogue  de  la  causalité  exigerait  c|u'elles  le  fussent. 

137.  L'étape  suivante  de  notre  raisonnement,  où  l'on  admel 
deux  ou  plusieurs  dimensions,  est  relative  aux  corrélatifs  géné- 
raux de  la  ligne  droite  et  du  plan,  c'est-à-dire  aux  figures  uni- 
quement délerminées  par  deux  ou  par  trois  positions  (([u'on 
les  regai'de  comme  des  relations  entre  des  positions  ou  comme 
des  séries  de  positions).  Si  l'on  peut  franchir  avec  succès  cette 
nouvelle  éta[)e,  notre  déduction  des  axiomes  projectifs  énoncés 
ci-dessus  sera  com])lèle,  et  la  Géométrie  descriptive  sera  établie 
comme  la  science  abstraite  a  priori  des  formes  d'extériorité. 


)  Siii'  rinsnffisance  du  tem|)S  seul,  voir  Cliap.  IV,  15  191. 
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Pour  prouver  cette  assertion,  eonsidéroiis  de  (jiielle  ualJiro 
peuvent  être  les  relations  par  lesquelles  on  (K'-linit  les  positions. 
Nous  avons  déjà  vu  cpie  noire  fornn'  est  purement  relative  et 
divisible  à  l'inlini,  cl  «pic  les  positions  (  points  )  sont  le  rcsultat 
contradictoii'c  de  la  icchciclif  iU'  (jnchpic  chose  d'aulie  (pie 
des  relations.  Aussi,  ce  (pie  nous  ententlons  ivellenienl  par  les 
relations  (pii  delinissent  une  position,  ce  sont,  eu  del'ai>ant 
notre  ahsiraclion  pr(''(  édeute,  les  relations  (re\l(''riorite  (pii 
niellent  une  chose  eu  relation  avec  d'aulres  choses.  Mais  coni- 
nienl  de  telles  relations  doivent-elles  a[)paraîlre.  lors(pie  nous 
restons  dans  la  forme  abstraite  ? 

I.'Î(S.  Nous  avons  à  prouver  (pie  deu\  "positions  doivent  avoir 
une  relation  ind(!'pendante  de  toute  rélV'rence  à  d'aulres  |»osi- 
lions.  Pour  le  prouver,  rappelons  ce  (pii  a  ê\è  dit,  à  propos 
des  dimensions,  sur  la  passivitc!-  et  rhoino<f(!'n(!'it('''  de  notre 
f(M'me.  Puis(pie  les  positions  ne  sont  (h'iiuies  (pie  par  des  icla- 
lious,  il  faut  (piil  y  ait  dans  celte  forme  des  relations  entre  les 
positions.  Mais  sil  y  a  de  telles  relations,  il  faut  (pi'il  y  ait 
une  ndation  intrins(''(pie  entre  deu\  positions.  Car  admettre  le 
contraire,  ce  serait  supposer  eu  qiiehpie  sorte  une  action  r(^'ci- 
])ro(pie  ou  une  connevion  causale  entre  ces  deux  positions  (.'t 
d  autres  [)osilions,  supposition  ([ue  la  parfaite  homo;;(''n(''iti''  de 
notre  forme  rend  absurde,  puis(pie  toutes  les  jiositioiis  sont 
(pialilativemeut  semblables,  et  ue  [leiiveiil  chan^ci'  sans  perdre 
leur  identit»'.  Nous  pouvons  mettre  cet  ar}.;umeiit  sous  la  forme 
suivante  :  Puiscpie  les  j)osilions  ne  sont  (hMinies  ((ue  par  leurs 
relations,  une  telle  (h'-finition  ue  p(»urrail  jamais  commencei-,  si 
elle  ne  commen<;ait  pas  par  une  relation  entre  deux  positions 
seulement.  Supposons,  en  eilet.  (pie  trois  positions  A,  B,  C 
soient  iR'cessaires,  et  (pTelles  doimeiit  naissance  à  la  relation 
ahc  entre  elles  trois.  11  ne  resterait  alors  aucun  moyen  de 
d(Tinir  les  dinérents  couples  HC^,  (1\,  AB,  [)uis(pie  la  seule 
relation  (pii  les  dc'liiiisse  serait  commune  aux  trois  c(Uiples.  (3n 
ne  gaj:;;nerait  rien,  dans  ce  cas,  à  les  rapporter  à  de  nou\eaux 
points,  car,  de  riioino}4;é'iK'il(''  et  de  la  passivit('*  de  la  forme,  il 
n'-snlte  (pie  ces  nouveaux  j)oiiits  ne  peuvent  allecter  les  rela- 
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lions  internes  de  noire  Iriade;  si  donc  ces  relations  peuvent 
lui  donner  un  caractère  délini  quelconque,  elles  doivent  le  lui 
donner  sans  l'aide  d'aucune  référence  extérieure.  Par  consé- 
quent, pour  que  la  définition  soit  possible,  il  faut  que  deux 
positions  aient  quelque  relation  qu'elles  suffisent  par  elies- 
niémes  à  définir.  Un  raisonnement  exactement  semblable  sap- 
])li(pie  à  trois  dimensions,  ou  à  quatre;  l'argument  ne  perd  sa 
valeur  que  lorsqu'on  a  épuisé  les  dimensions  de  la  forme  con- 
sidérée. Ainsi,  dans  trois  dimensions,  cinq  positions  n'ont 
aucune  relation  nouvelle,  qui  ne  puisse  se  déduire  de  celles  que 
Ton  connaît  déjà,  car,  en  vertu  de  la  définition  des  dimensions, 
toutes  les  relations  impliquées  dans  ces  cinq  points  peuvent  se 
déduire  de  celles  qui  felient  le  quatrième  aux  trois  premiers, 
jointes  à  celles  qui  relient  le  cinquième  aux  trois  premiers. 

On  peut  donner  à  cet  argument  une  forme  plus  concrète,  et 
peut-être  plus  convaincante,  en  considérant  la  matière  ordonnée 
dans  notre  forme.  Si  deux  objets  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre, 
il  faut  (ju'ils  aient  quelque  relation  d'extériorité,  puiscpiils 
appartiennent  au  même  monde;  il  existe  donc  une  relation 
d'extériorité  entre  deux  objets.  Mais  puisque  notre  forme  est 
bomogène,  une  relation  d'extériorité  exactement  semblable 
peut  subsister  en  d'autres  parties  de  la  forme,  c'est-à-dire  pen- 
dant que  les  deux  objets  considérés  cbangent  de  relations  d'ex- 
tériorité avec  les  autres  clioses.  La  relation  d'extériorité  entre 
deux  cboses  est  donc  indépendante  des  autres  clioses.  Par  con- 
séquent, pour  revenir  au  langage  abstrait  de  la  forme,  deux 
positions  ont  une  relation  déterminée  par  ces  deux  positions 
seules,  et  indépendante  des  autres  positions. 

Ln  argument  exactement  semblable  s'applique  aux  relations 
de  trois  positions,  et,  dans  cbaque  cas,  la  relation  ne  peut 
apparaître  dans  la  forme  comme  une  simple  inférence  tirée  des 
j)Ositions  qu'elle  relie.  Car,  comme  nous  l'avons  vu,  une  forme 
d'extériorité  est  constituée  par  des  relations  actuelles,  et  celles-ci 
ne  sont  pas  de  simples  inférences  tirées  de  ternies  qu'on  ne 
peut  trouver  nulle  part  dans  la  forme  ('). 

(  '  )  <  uoiiiélriqucmetil.  laxioine  du  jylan  affirme,   non  pas  que  trois  points 
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l^n  résumé,  puisque  la  j)osili()ii  ost  relative,  il  faut  que  deux 
positious  aieut  quelque  relalioii  lune  avec  lautre;  «'t  puis(jue 
uotre  forme  d'extériorité  est  homo^^èue,  celte  relatiou  peut  rester 
iuvariable  j)eudanl(pie  les  deux  positious  cliaui,^eut  de  lelatious 
avec  les  autres  positions.  Par  suite,  leur  relation  <'st  intrin- 
sèque et  indépendante  tics  antit's  ])ositions,  Pnistpie  la  forme 
est  un  pur  conq)lexe  de  relations,  si  la  forme  est  sensitive  ou 
intuitive,  il  faut  (pie  la  relation  <'n  (picstion  soit  elle-même  sen- 
siti\e  ou  intuitive,  et  non  une  simple  inférenee.  Dans  ec  cas,  il 
faut  (|u"une  relation  nnitpie  soit  une  lip^ure  uni(pie,  c'est-à-dire, 
en  teiMues  s[)atiauK,  la  li^iie  droite  (pii  joint  les  deux  points. 

139.  Par  là  se  trouve  achevée  notre  déduction  d«'  la  (léo- 
métrie  projectivc^  à  partir  des  propriétés  conceptuelles  «  priori 
d  une  forme  d'extériorité.  (Qu'une  telle  forme  soit  contradic- 
toire, (puiud  on  la  rei^arde  connue  une  clios(^  indépendante, 
c'est  ce  (jui  ressort  évidemment  de  toute  cette  discussion.  Mais 
la  science  de  la  forme  a  été  fondée  sur  une  manière  toute  con- 
traire de  la  considérer  :  ou  Ta  constanmient  repirdée  connue 
un  simj)le  complexe  de  relations,  et  l'on  a  déduit  ses  propriétés 
exclusivement  de  cette  uianière  de  voir.  Il  faut  renvoyer  au 
Chapitre  IV  les  nombreuses  difficultés  qui  s'élèvent  cpiand  on 
applitpie  une  telle  déduction  a  priori  ii  l'espace  intuitif,  et  (piand 
on  ex|)lique  comme  des  nécessités  loj^itpies  des  propriétés  <pii 
apparaissent  comme  des  données  seusitives  ou  intuitives.  Pour 
le  moment,  je  veux  faire  ressortir  (jue  la  (léométrie  [)rojective 
est  entièrement  a  priori  ;  qu'elle  traite  un  ohjel  dont  les  pro- 
priétés sont  lo<ii(pieineut  déduites  de  sa  délinition,  et  non 
induites  de  données  empiriques;  <[ue  sa  définition,  en  outre. 


ilétcrminciit  une  (ii^un-  qiH'l(Oi)(|iie.  ce  (|ui  résulte  de  l'axiome  de  la  li^iie 
droite,  mais  <|ue  les  puiiits  communs  à  deux  plans  forment  une  li^Mie  dioite, 
ou.  ce  qui  revient  au  même,  que  la  li-jne  droite  qui  joint  deux  |)oinls  d'un 
plan  est  contenue  tout  entière  dans  ce  plan.  On  obtient  ain-i  une  double 
définition  de  la  li^'ne  droite,  comme  figure  déterminée  par  deux  plans  ou 
par  deux  points.  Cette  double  délinition  est  essentielle  à  la  (iéoniélrie  pro- 
jeclive,  comme  on  |>eut  le  voir  en  se  reportant  à  l'exposé  précédent  de  la 
construction  du  quadrilatère  (  î^  113).  (Celle  Note  a  été  substituée  par  l'au- 
teur à  la  Note  des  pages  i\'\.  i  |)  cl  i  (()  du  Livre  anglais.) 
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est  fondée  sur  la  possibilité  d'avoir  rcxpériencc  (riiiie  diversité 
d'ol)jets  en  relation,  ou  d'une  multiplicité  dans  une  unité;  et 
que  cette  science  tout  entière,  par  suite,  est  lo<i;iqueni(Mil  ini- 
[)li(piée  dans  la  possibilité  d'une  telle  expérience,  et  jx'ul  son 
déduire. 

140.  Dans  la  Géométrie  métrique,  au  contraire,  nous  trou- 
verons un  résultat  tout  difTérent.  Bien  que  les  conditions  i;éo- 
métri(pies  cjui  rendent  possiljle  la  mesure  spatiale  doivent  se 
trouver  identiques  aux  axiomes  a  /:>/7'o/-/ discutés  ci-dessus,  à 
part  de  lé«^ères  dilTérences  dans  la  forme  de  l'énoncé,  la  mesure 
réelle  (qui  porte  sur  l'espace  réellement  donné,  et  non  sur  la 
pure  construction  intellectuelle  que  nous  venons  d'étudier) 
donne  des  résultats  qui  ne  peuvent  être  connus  qu'enq^irique- 
ment  et  approximativement,  et  qui  ne  peuvent  être  déduits  par 
aucune  nécessité  logi(]ue.  Les  espaces  euclidien  et  non-eucli- 
diens donnent  les  divers  résultats  qui  sont  possibles  a  priori  ; 
les  axiomes  propres  à  Euclide  (qui  ne  sont  pas  proprement  des 
axiomes,  mais  des  résultats  empiriques  de  la  mesure)  détei'- 
minenl,  dans  la  limite  des  erreurs  d  observation,  celle  de  ces 
possibilités  « /j/7ori  qui  est  réalisée  dans  notre  espace  actuel. 
Ainsi  la  mesure  s'applique  constamment  à  une  matière  empi- 
riquement donnée,  et  non  à  ime  création  de  l'enlendemenl,  et 
ses  éléments  a  priori  ne  sont  que  les  conditions  présupposées 
dans  la  possibilité  de  la  mesure.  Quelles  sont  ces  conditions? 
c'est  ce  que  nous  allons  voir  dans  la  seconde  section  de  ce 
Cbapitre. 

SECTION   B. 

Li:S  AXIOMES  Dli  LA   GIÎOMÉTRIE  MÉTRIQUE. 


141.  Nous  venons  de  passer  en  revue  les  axiomes  de  la  Géo- 
métrie, et  nous  avons  vu  qu'ils  sont  déduits  a  priori  du  fait  que 
nous  pouvons  avoir  l'expérience  d'une  extériorité,  c'est-à-dire 
d'une   multiplicité  coexistante  des  choses  différentes  mais  en 
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corrélation.  Mais  la  (n'oiiiélrie  piojeclive,  inal^M'é  ses  préten- 
tions, n'est  pas  toute  la  science  de  Tespacc,  connue  le  prouve 
suffisaninient  le  l'ail  (pTelle  ne  peut  pas  distinj^uer  les  (•sj)aces 
euclidien  et  non-euclidiens  (').  A  celte  lin,  la  mesure  s|)atiale 
est  nécessaire;  la  (iéoinétiic  mélricjue,  avec  ses  uiovtMis  de 
contrôle  quanlilalifs,  peut  seule  elVectner  cette  distinction. 
Pour  loule  aj)plicali()U  de  la  (Jéonjélrie  à  la  lM»ysi(pie,  la 
mesure  est  encore  nécessaire;  la  loi  de  la  j^ravilaliou,  par 
exemple,  postule  la  détermination  de  dislances  actuelles.  IJref, 
la  (léométrie  projeclive  est  loul  à  fait  insuflisarite  à  beaucoup 
d'éiiards  :  cesl  ainsi  cpiV'lle  esl  incapaMe  de  dislini;uei'  les 
dinV'i-enles  espèces  de  coniipies,  hieu  (pie  cette  distinction  soit 
d'ime  imporlance  capitale  dans  plusieurs  hranclies  de  la 
Science. 

La  (léomt'trie  métrifpic  est  doue  une  partie  nécessaire  de  la 
science  de  fespace,  et  une  partie  non  comprise  dans  la  (léomé- 
trie  descrij)live.  Néanmoins,  son  élément  a  priori,  en  laul  (pi'il 
est  spatial  et  non  aritlunélicpie,  est  le  même  que  le  postulat  de 
la  (léouiétrie  projeclive,  à  savoir  riiomo^énéilé  de  res|)ace,  ou 
son  é(juivalent,  la  relativité  de  la  position.  On  peut  prévoir,  en 
fait,  (pie  Télément  a  priori  des  deux  (îéométries  sera  |)r()l)al)le- 
ment  le  même.  Car  T^ /;/"/o/7  eu  (léométrie  métri(pie  sera  ce 
que  présuppose  la  possibilité  de  la  mesure  sj)atiale,  c'est-à-dire 
d'une  comparaison  s|)atiale  (pianlilalive.  Or  une  telle  com- 
paraison présuppose  sinq)lement  une  identité  connue  de  (pia- 
lité,  dont  la  détermination  constitue  préciséuient  le  proMème 
de  la  (léométrie  projective.  Par  suite,  les  conditions  de  la  pos- 
sibilité de  la  mesure,  en  tant  (pielles  ne  sont  pas  aiitlinu'- 
tiques,  sei'ont  précisément  les  mêmes  (pie  celles  de  la  (î(''omé- 
Irie  projective. 

142.  Par  conséquent,  la  (îéométrie  métri(pie,  (pioi(pie  dis- 
tincte de  la  (léométrie  projeclive,  n'en  est  pas  indépendante, 


(')  On  en  a  donné  ci-dessus  uin'  di-monsl ration  dt-laillt-c  (  Oliap.  I,  >"  p»'- 
riode  ).  On  doit  remarquer  t|ue  toute  rt-féreace  à  îles  élénienls  iiifinimonl 
cloignt-s  implique  des  idées  métriques. 
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mais  la  présuppose  ;  elle  provient  de  Tunion  de  celle-ci  îivec 
l'idée  étrangère  àc  grandeur.  Néanmoins  la  forme  malliéma- 
lique  des  axiomes,  en  Géométrie  métrique,  est  légèrement 
dilVérenle  de  leur  forme  en  Géométrie  projeclive.  L'Iiomogé- 
néité  de  l'espace  est  remplacée  par  son  équivalent,  l'axiome  de 
lil)re  mobilité.  L'axiome  de  la  ligne  droite  est  remplacé  par 
l'axiome  de  la  distance:  deux  points  déterminent  une  grandeur 
uni(]ue,  la  distance,  qui  reste  invariable  dans  tout  mouvement 
des  deux  points  considérés  comme  une  figure  simple.  On 
trouve,  à  la  vérité,  que  cet  axiome  implique  celui  de  la  ligne 
droite  (car  une  telle  grandeur  ne  peut  exister  que  si  les  deux 
points  déterminent  une  courbe  unique),  mais  sa  forme  mathé- 
matique est  différente.  Un  autre  changement  important  est  la 
disparition  du  principe  de  dualité  :  la  grandeur  peut  s'applicjuer 
à  la  ligne  droite,  parce  qu'elle  est  divisible  en  parties  sem- 
blables, mais  elle  ne  peut  pas  s'appliquer  au  point  indivisible. 
On  ojitient  ainsi  une  raison,  qui  faisait  défaut  en  Géométrie 
descriptive,  pour  préférer  les  points  aux  lignes  droites  ou  aux 
plans,  comme  éléments  spatiaux  (').  Enfin,  une  idée  entière- 
ment nouvelle  s'introduit  avec  la  grandeur,  à  savoir  l'idée  de 
mow^einent.  Cela  ne  veut  pas  dire  que  nous  étudiions  le  mou- 
vement, ni  qu'aucun  de  nos  résultats  se  rapporte  au  mouve- 
ment, mais  qu'on  ne  peut  pas  les  obtenir,  comme  en  Géométrie 
projeclive,  sans  un  mouvement  au  moins  idéal  des  figures  dans 
l'espace. 

Examinons  maintenant  en  détail  les  conditions  nécessaires 
de  la  mesure  spatiale.  Nous  trouverons  trois  axiomes,  sans  les- 
quels celte  mesure  serait  impossible,  mais  avec  lesquels  on  est 
en  état  de  décider,  d'une  manière  empirique  et  approximative, 
si  noire  espace  actuel  est  euclidien  ou  non-euclidien.  Nous 
trouverons,  en  outre,  que  ces  trois  axiomes  peuvent  se  déduire 
de  la  notion  d'une  forme  d'extériorité,  et  ne  doivent  rien  à 
l'évidence  de  Fin  lui  lion.  Ils  sont  donc  a  priori,  comme  leurs 
é(piivalents  les  axiomes  de  la  Géométrie  projeclive,  et  peuvent 
se  déduire  des  conditions  de  l'expérience  spatiale.  Par  consé- 

(';   Cf.  section  A,  §§  llo-ilT. 
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([lient,  cette  expérience  ne  pent  jamais  les  infirmer,  puisque 
son  existence  même  les  présuppose. 

I.  L'axiome  de  libre  mobilité. 

143.  On  peut  définir,  en  commençant,  la  riéomélrie  mé- 
trique, comme  la  science  (pii  traite  de  la  conq)aralson  «'t  des 
relations  des  i;randeurs  spatiales.  Le  concept  de  g^randeur 
est  donc  nécessaire  dès  le  déhut.  C'est  pounjuoi  Ton  a  classé 
(piel([ues-nns  des  axiomes  d'iùiclide  parmi  les  axiomes  aritli- 
métitpies,  et  Ton  a  cru  qu'ils  n'avaient  aucune;  relation  particu- 
lière avec  l'espace.  Tels  sont  les  axiomes  :  «  Des  cpianlités 
ég^ales  ajoutées  ou  retranchées  à  des  (juantités  éj^^des  domient 
des  résultats  égaux  »  et  :  «  Deux  (juantités  égales  à  une  même 
troisième  sont  égales  entre  elles  ».  Ces  axiomes,  a-t-on  dit, 
sont  purement  arithmétiques,  et  n'expriment  pas,  comme  les 
autres,  un  attribut  de  l'espace.  Cela  est  naturellement  vrai 
pour  leur  emploi  en  Arithmétique.  Mais,  pour  qu'on  puisse 
appliquer  un  axiome  arithméticjue  aux  grandeurs  spatiales, 
il  faut  (pril  ait  quelque  signification  spatiale  ('),  et,  par  consé- 
quent, les  axiomes  de  cette  classe  même  ne  sont  pas  purcincnl 
arithmétiques  en  Géométrie.  Heureusement,  l'élément  géomé- 
trique est  le  même  dans  tous  les  axiomes  de  cette  classe  :  on 
peut  voir,  en  elTet,  d'abord,  (pj'il  ne  consiste  en  rien  de  plus 
qu'un  critérium  de  la  grandeur  spatiale  (-).  De  plus,  puisque 
l'espace  dont  s'occupe  la  (iéométrie  est  divisible  à  l'infini,  un 
critérium  de  la  grandeur  spatiale  se  réduit  lui-même  à  un  cri- 
térium de  l'égalité  spatiale,  car,  dès  (pie  l'on  poss('de  celui-ci, 
on  peut  comparer  deux  grandeurs  spatiales  en  les  divisant  cha- 
cune en  un  certain  nombre  d'unités  égales,  et  en  comptant  le 
nombre  de  ces  unités  contenu  dans  chacune  d'elles  (').  Le 
rapport  du  nombre  des  unités  est  évidemment  le  rapport  des 
deux  grandeurs. 


(•)   V'oir,  par  opposition,  liRDM.VNN,  op.  cit.,  p.  i'{8. 
(*)  Cf.  Ekdmann,  op.  cit.,  p.  iT)). 

(')  Stricleinenl    parlant,   cette    mélliode    n'est    applicable   que   quan<l    les 
(leu\  grandeurs  sont  con)niensurabies.   iMais,  si  nous  prenons  la  divisibilité 
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11  î.  Ainsi  Ton  postule,  dès  le  début  même,  un  critérium 
de  ré<j;alité  spatiale  :  sans  un  tel  critérium,  la  Géométrie  mé- 
tri(|ue  deviendrait  tout  à  fait  impossible.  Il  peut  sembler,  à 
première  vue,  que  ce  critérium  n'ait  pas  besoin  d'être  un 
a\ioine,  mais  puisse  être  une  simple  délinition.  Ce  n'est  cepen- 
dant pas  le  cas.  L'égalité  est  une  notion  générale  ([ui  n'est  pas 
particulière  à  l'espace,  mais  qui  a  une  extension  égale  à  celle 
de  la  grandeur.  En  outre,  Fégalité  est  un  concept  fondamental, 
sinq)le,  et,  par  suite,  indélinissable.  Par  conséquent,  tout  cri- 
térium de  Fégalité  est,  non  pas  une  définition,  mais  une  propo- 
sition (pii  [)eut  être  vraie  ou  fausse.  Une  partie  de  ce  critérium 
est  donnée  dans  le  VIII*"  axiome  d'Euclide  :  u  Les  grandeurs 
qui  coïncident  exactement  sont  égales.  »  Mais  cela  ne  fournit 
un  critei'ium  suffisant  que  lorsque  les  grandeurs  à  couq)arer 
occu[)ent  déjà  la  même  position.  Dans  le  cas  normal,  où  les 
deux  grandeurs  spatiales  sont  extérieures  l'une  à  l'autre  (et 
c'est  nécessairement  le  cas  si  elles  sont  distinctes,  et  non  dans 
le  rapport  du  tout  à  la  partie),  les  deux  grandeurs  ne  peuvent 
être  amenées  à  coïncider  que  par  un  mouvement  de  Tune  d'elles 
ou  des  deux.  Par  suite,  pour  que  notre  critérium  de  la  gran- 
deur s[)atiale  puisse  donner  des  résultats  non  é(|uivoques,  si 
les  deux  figures  superposées  peuvent  coïncider  une  fois,  il  faut 
qu'elles  coïncident  toujours,  quel  que  soit  le  cliemin  suivi  pour 
les  y  amener.  Si  donc  le  simple  mouvement  pouvait  altérer  les 
formes,  notre  critérium  de  l'égalité  serait  ruiné.  Il  s'ensuit  que 
l'application  du  concept  de  grandeur  aux  figures  de  l'espace 
impli(jue  l'axiome  suivant  (')  :  Les  grandeurs  spatiales 
pement  être  déplacées  sans  déformation,  ou,  comme  on 
peut  encore  l'énoncer  :  Les  formes  ne  dépendent  en  aucune 
manière  de  la  position  absolue  dans  l'espace. 

L'axiome  précédent  est  Yaxiome  de  libre  mobilité  Ç-).  Je 


infinie  à  la  rigueur,  les  unités  peuvent  théoriquement  être  prises  assez  petites 
|)Our  obtenir  un  tel  degré  d'approximation  qu'on  veut.  La  difficulté  se  réduit 
à  la  difficulté  générale  qu'on  a  à  appliquer  aux  continus  le  concept  essentiel- 
lement (liscDUtinu  du  nombre. 

I  '  I    (y.    1JU).MVNN.   op.   cit..   p.   JO. 

[- )  Au;^-^i  appelé  axiome   de  coiif^ruence.  Mais,  comme  j'ai  pris  la  con- 
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me  propose  de  prouver  :  i"  (pie  la  néjj^alion  de  cet  axiome  im- 
pliquerait des  absurdités  l()<;i(ju«;s  et  philosoj)lii(pies,  de  sorte 
qu'il  doit  être  regardé  coinine  vullciviuonl  a  p/iori ;  ?.'*  que,  si 
l'on  u'adinettail  pas  cet  axiome,  la  (îéoméiri*'  méti'i(pi('  serait 
iucapahledélalilir,  saus  une  ahsiu'dilé  l()j;i(pi(',  la  uolioii  dune 
grandeur  spatiale  (pieleoiupu'.  I.a  conclusion  sera  (pie  cet 
axiome  ne  pcul  élre  ni  |)rouvé  ni  iulirmé  par  rcxpérience, 
mais  (ju'il  esl  une  coudilion  a  pi'iori (\e  la  (jéométric  mélri(jU(?. 
Puis(pi<'  je  suis  amené  à  soutenir  une  thèse  (jui  a  été  fort  con- 
troversée, spécialement  par  llelmlioltz  et  b>rdmann,  je  devrai 
donner  à  mes  aiguments  un  ceitaiu  dévelop[)ement. 

115.  A.  Argument  philosophique.  —  La  négation  de  Taxiome 
iuq)li(pi('  la  [)osition  absolue,  et,  partant,  une  action  du  pur 
espace.  |)ar  lui-même,  sur  les  choses.  J']n  elïét,  Taxiome  n'af- 
lirme  j)as.  comme  uu  fait  enqiirif[ue,  cpie  les  corps  réels  ne 
changent  jamais  de  forme  en  aucune  manière  en  passant  d'un 
lieu  à  un  autre;  au  contraire,  nous  savons  que  de  tels  change- 
ments se  produisent,  quelquefois  dans  une  mesure  notable,  et 
toujours  à  quehpie  degré.  Mais  on  attribue  ces  changements, 
non  au  changement  de  lieu  comme  tel,  mais  à  des  causes  phy- 
si(jues,  telles  (jue  les  changements  de  température,  de  ])res- 
sion,  etc.  Notre  axiome  porte,  non  sur  des  corps  matériels  réels, 
mais  sur  des  ligures  géométri(jues  ('),  et  il  affirme  (pTune 
ligure  (pii  esl  possible  dans  une  ])Osition  quelconcpie  de  l'espace 
est  possible  dans  n'inq)orte  quelle  autre.  Sa  signification  de- 
viendra [)lus  claire  si  l'on  se  i-eporte  à  un  cas  où  il  ne  vaut  pas  : 
par  exem()le,  à  l'espace  formé  [)ar  la  surface  d'un  uuif.  Ici,  un 
triangle  tracé  près  de  ré(|uateur  ne  peut  j)as  se  déplacer  sans 
déformation  vers  la  pointe,  car  il  ne  s'adapterait  plus  à  la  cour- 
bure plus  grande  de  la  nouvelle  position;  un  tiiangle  tracé 
près  de  la  pointe  ne  peut  pas  s'adapter  au  gros  bout,  plus  jdat, 
et  ainsi  de   suite.  Ainsi    la   méthode  de    superposition,    telle 


fiiueiice  |)Oiir  <-rilfiiuiii  de  l\''ji,'alilt''  spatiale  par  superposition,  je  considérerai 
en  •;<;ni'rdl  coniine  axiome  la  lihrc  mohililé. 

('  )  Pour  le  si-ns  dans  lequel  ces  (injures  doivent  être  regardées  coinnie  ma- 
térielles, voir  notre  critique  de  lleltiiliull/.,  Chap.  II,  §§  (J'J  et  suiv. 
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qu'EuclIde  remploie  dans  le  Livre  I,prop.  lY,  devient  impos- 
sible; les  ligures  ne  peuvent  pas  se  mouvoir  librement  :  en 
effet,  étant  donnée  une  figure  quelconque,  on  peut  déterminer 
pour  elle,  sur  Fœuf,  une  certaine  série  de  positions  ])0ssibles, 
hors  desquelles  elle  devient  impossible.  Or  ce  que  j'aflirme, 
c'est  qu'il  v  a  une  absurdité  philosophique  à  supposer  (jue  l'es- 
i)ace,  en  général,  soit  de  cette  nature.  Sur  Tœuf,  nous  avons 
des  points  manjués,  tels  que  les  deux  bouts;  l'espace  formé 
par  sa  surface  n'est  pas  homogène,  et  si  les  choses  se  meuvent 
sur  elles,  il  faut  qu'il  exerce  de  lui-môme  sur  elles  une  action 
déformatrice,  indépendamment  de  toute  cause  physique;  et  s'il 
n'exerçait  pas  une  telle  action,  les  choses  ne  pourraient  pas  se 
déplacer.  Ainsi  un  espace  semblable  ne  serait  pas  homogène;  il 
aurait  des  points  marqués,  par  rapport  auxquels  les  corps  au- 
raient une  position  absolue,  indépendamment  de  tous  les  autres 
corps.  L'espace  ne  serait  plus  passif,  il  exercerait  une  action 
définie  sur  les  choses,  et  nous  devrions  nous  accommoder  à  la 
notion  de  points  marqués  dans  l'espace  vide,  ces  points  étant 
marqués,  non  par  les  corps  qui  les  occupent,  mais  par  leurs 
effets  sur  tous  les  corps  qui  peuvent  de  temps  en  temps  les 
occuper.  Mais  ce  manque  d'homogénéité  et  de  passivité  est 
absurde;  puisque  l'espace  est  une  forme  d'extériorité,  il  ne  peut 
admettre  que  des  positions  relatives,  et  non  absolues,  et  il  doit 
être  complètement  homogène  d'un  bouta  l'autre.  Le  concevoir 
autrement,  c'est  lui  attribuer  une  réalité  qu'aucune  forme  d'ex- 
tériorité ne  peut  posséder.  Ainsi,  pour  des  raisons  purement 
philosophi(iues,  il  faut  admettre  qu'une  figure  géométrique  qui 
est  possible  quelque  part  est  possible  partout,  ce  qui  est 
l'axiome  de  libre  mobilité. 

146.  B.  Argument  géométrique.  —  Voyons  maintenant 
quelle  espèce  de  Géométrie  on  pourrait  construire  sans  cet 
axiome.  Comme  nous  l'avons  vu  en  introduisant  l'axiome,  il 
fiiut  que  l'étalon  ultime  de  comparaison  des  grandeurs  spa- 
tiales soit  l'égalité,  quand  elles  sont  superposées;  mais  de  cette 
égalité  doit-on  inférer  leur  égalité  quand  elles  sont  séparées? 
Erdmann  a  objecté  que  cela  sérail  inutile,  pour  les  besoins  les 


LKS   AXIOMES   DE   LA   f.ÉOMÉTRIE   MKTRIQUR.  igS 

])liis  immédiats  de  la  Géométrie  (').  On  peut,  croit-il,  con- 
struire une  nouvelle  riéométrie,  où  les  «,n-andeurs  varieraient 
avec  le  mouvement  suivant  une  loi  délinie.  Celle  opinion, 
comme  je  le  montrerai  plus  loin,  implicpie  une  erreur  logique 
louchant  la  nature  de  la  grandeur  spatiale.  Mais,  avant  de  le 
montrer,  discutons  les  consé(juences  j^éométrifpies  (jui  en  ré- 
sidlent  (piand  on  l'admet  conune  vraie.  Suj)j)osons  (juc  la  lon- 
ji^ueur  d'un  arc  infmimenl  pelil  soil^/.vdans  une  position-étalon; 
alors,  dans  une  aulre  posilion  y>,  sa  longueur  sera  i/.9.y(/>),  où 
la  forme  de  la  fonction  /{p)  est  nécessairement  supposée  con- 
nue. Mais  comment  fera-t  on  pour  déterminer  la  position  /)? 
A  celte  lin,  on  aura  besoin  des  coordonnées  de  p,  c'«.'st-à-dire 
d'une  mesure  de  sa  distance  à  l'origine.  Or  cette  distance  à 
l'origine  ne  peut  être  mesurée  (pie  si  l'on  admet  notre  loi  /(p) 
])<>ur  la  mesurer.  Kn  eflet,  supposons  «pie  Toriginc  soit  O,  et 
soitO/j  une  ligne  droite  dont  ou  demande  la  longueur.  Si  l'on 
a  une  règle  graduée  avec  laquelle  on  arpente  cette  ligne  et 
l'on  en  mesure  les  arcs  infmilésimaux  successifs,  la  règle  chan- 
gera de  grandeur  en  se  déplaçant,  de  telle  sorte  (pi'un  arc  qui 
paraît,  à  la  mesure,  être  ds,  sera  réellement  /(s)ds,  s  étant 
la  dislance  antérieurement  parcourue.  Si,  d'autre  part,  on  dé- 
place lentement  la  ligne  Op  en  la  faisant  passer  pai'  l'origine,  et 
(pion  mesure  cha(pie  segment  (piand  il  y  passe,  notre  mesure  ne 
changera  pas,  il  est  vrai,  mais  alors  nous  n'aurons  aucun  moyen 
de  découvrir  la  loi  suivant  la(pielle  cha(pie  élément  a  changé 
de  longueur  en  venant  à  Torigine.  Donc,  à  moins  de  choisir  ar- 
bitrairement notre  fonction  /(p),  nous  n'avons  aucun  moyen 
de  déterminer  /?,  car  on  vient  de  voir  (pie  les  dislances  à  l'ori- 
gine ne  peuvent  être  évaluées  (pi'au  moyen  de  la  loi  /(p).  Il 
s'ensuit  que  l'expérience  ne  [)eut  ni  prouver  ni  infirmer  la  con- 
stance des  formes  pendant  le  mouvement,  puisque,  si  les  formes 
n'étaient  pas  constantes,  nous  devrions  admettre  une  loi  pour 
leur  variation  avant  <pie  la  mesure  devînt  possible  et,  par  suite, 
la  mesure  ne  pourrait  pas  elle-même  nous  révéler  cette  varia- 
tion (='). 


(')  Op.  cit.,  p.  60. 

(')  L'opinion   de  Ileiniliollz  et  d'Erdmann,  suivant  laquelle  l'expérience 
R.  i3 
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Néanmoins,  une  telle  loi,  arbitrairement  admise,  donne,  à 
première  vue,  une  Géométrie  mathématiquement  possible.  La 
proposition  fondamentale,  que  deux  grandeurs  qui  peuvent  être 
superposées  en  une  position  quelconque  peuvent  être  super- 
posées en  toute  autre  position,  est  encore  valable.  En  effet,  deux 
arcs  infinitésimaux,  dont  les  longueurs  dans  la  position-étalon 
sont  ds^  et  ds.,,  auraient,  dans  une  autre  position  p,  des  longueurs 
f(p)  ds,  et  /( p)  ds.2,  de  sorte  que  leur  rapport  resterait  inva- 
riable. Or  de  la  constance  de  ce  rapport  découle  la  proposition 
précédente,  comme  nous  le  savons  par  Riemann  et  Helmholtz. 
Donc  tout  ce  que  la  Géométrie  exige,  semble-t-il,  comme 
base  de  la  mesure,  est  cet  axiome,  que  le  changement  de  forme 
pendant  le  mouvement  suit  une  loi  définie  connue,  telle  que 
celle  qu'on  a  admise  ci- dessus. 

147.  Mais  il  y  a  dans  cette  thèse,  comme  je  l'ai  remarqué 
plus  haut,  une  erreur  logique  touchant  la  nature  de  la  grandeur 
spatiale.  Celle  erreur  a  été  déjà  mise  en  lumière  en  étudiant 
Erdinann  (');  il  suflit  de  la  rappeler  brièvement  ici.  Un  juge- 
ment de  grandeur  est  essentiellement  un  jugement  de  compa- 
raison :  dans  une  grandeur  non  mesurée,  cette  comparaison 
porte  simplement  sur  le  plus  ou  le  moins;  mais  dans  une  gran- 
deur mesurée,  elle  porte  sur  le  nombre  de  fois  qu'une  grandeur 
contient  l'autre.  Par  suite,  parler  de  différences  de  grandeur, 
dans  un  cas  où  la  comparaison  ne  peut  pas  les  révéler,  est  logi- 
quement absurde.  Or,  dans  le  cas  considéré  ci-dessus,  deux 
grandeurs  qui  paraissent  égales  dans  une  position  paraissent 
encore  égales  lorsqu'on  les  compare  dans  une  autre  position. 
Si  donc  la  superposition  est  l'unique  critérium  d'égalité  spa- 
tiale, c'est  un  non-sens  que  de  supposer  que  les  deux  gran- 
deurs sont  inégales  une  fois  séparées,  et  que,  conséquemment, 
elles  ont  changé  de  grandeur  en  se  déplaçant.  Cette  absurdité 
de  notre  hypothèse  est  le  principe  logique  de  l'indétermination 
mathématique  de  la  loi  de  variation.   Donc,   puisqu'il  n'y  a 

mécanique  suffirait,   alors  que  l'expérience  géométrique  nous  fait   défaut,  a 
été  discutée  ci-dessus,  Ghap.  II,  §§  73,  82. 
(')  Chap.  II,  §  81. 
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aucun  moyen  de  comparer  deux  figures  spatiales,  sous  le  rap- 
port de  la  grandeur,  si  ce  n'est  la  superposition,  le  seul  axiome 
loi^iquement  possible,  pour  (pie  la  grandeur  spatiale  soit  déter- 
minée, est  Taxiomc  de  libre  mobilité  sous  la  forme  donnée  la 
première  ci-dessus. 

148.  Quoique  cet  axiome  soit  a  priori,  son  application  à  la 
mesure  des  corps  réels  implique  toujours  un  élément  empi- 
rique, comme  nous  l'avons  vu  en  discutant  les  théories  de 
Ilehnholtz  (').  Ainsi  notre  axiome  fournit  seulement  la  con- 
dition a  priori  pour  efTectuer  une  opération  (pii  est  enq)iri(|ue 
dans  le  concret,  exactement  comme  rArilbmétique  fournit  la 
condition  a  priori  pour  un  recensement.  Comme  ce  sujet  a 
été  longuement  étudié  dans  le  Chapitre  II,  je  n'en  dirai  rien 
de  plus  ici. 

149.  Il  nous  reste  cependant  quelques  objections  et  diffi- 
cultés à  discuter.  En  premier  lieu,  comment  obtient-on  Téga- 
lilé  dans  les  solides,  et,  dans  les  exemples  employés  par  Kanl, 
de  la  main  droite  et  de  la  main  gauche,  ou  des  hélices  dexlror- 
sum  et  sinistrorsum^  où  la  superposition  actuelle  est  inq)Os- 
sible?  Kn  second  lieu,  comment  peut-on  prendre  la  congruence 
pour  la  seule  base  possible  de  la  mesure  spatiale,  quand  on  a 
rexem[)le  du  temps,  où  rien  de  pareil  à  la  congruence  n'est 
concevable?  En  troisième  lieu,  on  peut  alléguer  que  nous  pou- 
vons estimer  immédiatement  à  l'œil  l'égaUté  spatiale,  avec 
plus  ou  moins  d'exactitude,  et  avoir  ainsi  une  mesure  indé- 
pendante de  la  congruence.  En  quatrième  lieu,  comment  la 
(jéométrie  métrique  est-elle  possible  sur  les  surfaces  non  con- 
gruentes,  si  la  congruence  est  la  base  de  la  mesure  spatiale? 
Je  vais  discuter  successivement  ces  objections. 

150.  i**  Comment  mesurons-nous  Tégalité  des  solides?  Ils  ne 
pourraient  être  amenés  à  coïncider  réellement  que  si  Ton  avait 
une  quatrième  dimension  où  Ton  pût  opérer  (^),  et,  d'après  ce 

(»)  Chap.  Il,  §  72. 

(^)    loir,   par  opposilion,  Dei.bœuf,  L'ancienne  et  les  nouvelles  Géomé- 
tries,  il,  ap.  Rev.  phil.,  vol.  XXXVII,  p.  354;  '^^Dv 
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que  j'ai  dit  aupfiravant  de  la  nécessité  absolue  de  ce  critérium, 
il  scml)le  que  nous  soyons  alors  réduits  à  une  ignorance  com- 
jilèlc.  Euclide  est  muet  sur  ce  sujet,  et,  dans  tous  les  Traités- 
(le  Géométrie,  on  admet  comme  évident  que  deux  cubes  de 
coté  égal  sont  égaux.  Ce  fait  donne  à  penser  que  nous  ne 
sonmies  pas  dans  une  aussi  mauvaise  position  que  celle  où  nous^ 
aurions  été  sans  Femploi  de  la  congruence  comme  critérium 
de  Tég^alité  dans  une  ou  deux  dimensions,  car  maintenant  on 
peut  au  moins  être  sur  que  ces  deux  cubes  ont  tous  leurs  côtés 
égaux  et  toutes  leurs  faces  égales.  Ces  deux  cubes  ne  diflerent 
donc  par  aucune  qualité  spatiale  sensible,  sauf  par  la  position, 
car  le  volume,  en  ce  cas  tout  au  moins,  n'est  pas  une  qualité 
sensible.  Par  suite,  ils  sont  indiscernables  pour  ce  qui  est  de 
ces  qualités.  S'ils  écliangeaient  leurs  places,  on  pourrait  con- 
naître ce  cbangement  par  leur  couleur  ou  par  quelque  autre 
propriété  non  géométrique;  mais,  pour  ce  qui  est  de  toutes  les 
propriétés  dont  la  Géométrie  peut  connaître,  toutes  les  appa- 
i-ences  restent  les  mêmes  ([u 'auparavant.  Supposer  alors  une 
dillerence  de  volume,  ce  serait  attribuer  un  elTet  à  la  pure  posi- 
tion, ce  qui  est  inadmissible,  comme  nous  l'avons  dit  en  discu- 
tant la  Libre  Mobilité.  Ils  sont  donc  géométriquement  indiscer- 
nables, si  ce  n'est  par  la  position,  et  nous  pouvons  appeler  à 
notre  aide  V Identité  des  Indiscernables  (')  pour  établir  leur 
concordance  à  l'égard  de  la  seule  propriété  restante,  à  savoir  le 
volume.  Il  peut  paraître  un  peu  étrange  d'employer  ce  prin- 
cipe en  Matbématiques,  et,  pour  la  Géométrie,  il  vaut  peut-être 
mieux  regarder  leur  égalité  comme  une  définition;  mais  si  l'on 
demande  une  raison  philosopliique  de  cette  définition,  on  ne 
la  trouvera,  je  crois,  que  dans  l'Identité  des  Indiscernables. 
On  peut,  sans  erreur  matbémalique,  faire  reposer  notre  cri- 
térium de  Tégalilé  à  trois  dimensions  sur  la  congruence  à  deux 
dimensions.  En  elfet,  puisque  la  comparaison  directe  des  vo- 
lumes est  impossible,  on  a  la  liberté  de  définir  deux  volumes 
comme  égaux,  lorsque  toutes  leurs  diverses  lignes,  surfaces, 
angles  et  angles  solides   sont  congruents,   puisqu'il  ne  reste, 

(^'j  Princii)e  niélaphysique  invente  par  Leibnilz,     {Note  de  M.  Couturat.y 
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dans  ce  cas,  aucune  diirôrence  mt'siirahlc  entre  les  figures  qui 
<;omposent  les  deux  volumes,  Naturclleun'ui,  (lès<ju\)n  a  établi 
ce  seul  cas  de  réj,'alité  des  volumes,  le  reste  de  la  théorie  s'en- 
suit, comme  le  montre  la  méthode  ordinairement  em[>loyéo 
pour  intégrer  les  volumes,  en  les  divisant  en  |)(îlits  cubes. 

Ainsi  la  cougruence  aide  à  établir  l'égalité  à  trois  dimen- 
sions, bien  qu'elle  ne  puisse  pas  directement  prouicr  une  telle 
■égalité;  elle  même  principe  philosophique,  celui  de  l'homogé- 
néité de  l'espace,  qui  nous  a  servi  à  (b'-monli-cr  la  congiuence, 
\i('nt  encore  ici  à  notre  secours.  Mais  (|ue  dirons-nous  des 
hélices  dexlrorsum  et  sinislrorsuni?  Nous  ne  pouvons  plus 
employer  ici  l'Identité  des  Indiscernables,  car  les  deux  hélices 
«ont  parfaitement  discernables.  Mais,  de  même  que  pour  les 
solides,  la  Libre  Mobilité  peut  ici  nous  aider  beaucoup.  I']lle 
peut  nous  permettre  de  montrer,  par  des  mesures  ordinaires, 
que  les  relations  internes  des  hélices  sont  les  mêmes,  et  (jue 
leur  difTérence  ne  réside  que  dans  leur  relation  à  d'autres 
choses  dans  l'espace.  Connaissant  ces  relations  internes,  on 
peut  calculer  par  la  Géométrie,  que  la  Libre  Mobilité  a  rendue 
possible,  toutes  les  propriétés  géométriques  de  ces  hélices 
(rayon,  pas,  etc.),  et  l'on  peut  montrer  qu'elles  sont  séparément 
égales  dans  les  deux.  Or  c'est  là  tout  ce  (pie  nous  demandons. 
La  conq)araison  médiate  est  possible,  bien  (pie  la  comparaison 
immédiate  ne  le  soit  pas.  On  peut,  par  exemple,  comparer  les 
■deux  hélices  avec  le  cylindre  sur  le(piel  elles  peuvent  s'enrouler 
toutes  deux,  et  l'on  peut  ainsi  prouver  leur  égalité,  l  ne  dé- 
monstration toute  semblable  vaudrait  naturellement  pour  les 
autres  cas,  celui  de  la  main  droite  et  de  la  main  gauche,  celui 
des  triangles  sphéri(}ues  symétri({ues,  etc.  Lu  somme,  ces  cas 
•confirment  mon  raisonnement,  car  ils  montrent,  comme  Kant 
le  prétendait  (' j,  l'essentielle  relativité  de  l'espace. 

l.)l.   2"   En  ce   qui  concerne  le  temps,  aucune  congruencc 

(')  Proie f^omènes,  §  13.  loir  Naihinger,  Commentar,  t.  II,  p.  iiH-Si-J!, 
•s|iécialeinent  p.  'nx-'ni.  CviMl  là  toul  le  dessein  de  Kaiil  en  176H,  nsuis  une 
partie  seulenienl  de  son  dessein  dans  les  /'rvlt'-ffo mènes,  011  il  vt)nlail  aussi 
prouver  la  nature  intuitive  de  l'espace. 
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n'est  concevable,  car  la  congnience  demande  toujours,  pour  se 
réaliser,  une  dimension  de  plus  que  n'en  comportent  les  gran- 
deurs comparées,  comme  on  Ta  vu  dans  le  cas  de  solides.  Un 
jour  ne  peut  pas  être  amené  à  coïncider  dans  le  tem[)s  avec 
un  autre  jour,  pour  montrer  que  les  deux  se  superposent 
exactement  Tun  à  Tautrc. 

Mais  Texemple  du  temps  est  bien  propre  à  faire  ressortir  la 
distinction  des  éléments  a  priori,  et  empiriques  dans  l'emploi 
de  la  congruence  (').  La  ])artie  purement  a  priori  de  cet 
axiome  est  celle  qui  affirme  l'homogénéité  de  l'espace.  De  là  il 
suit  que  les  formes  qui  sont  possibles  quelque  part  sont  pos- 
sibles partout.  En  ce  sens,  le  temps  et  l'espace  sont  sur  le 
môme  plan.  L'homogénéité  du  temps  est  aussi  a  priori  ;  elle 
prouve  qu'il  peut  y  avoir  égalité  entre  diflerentes  périodes  de 
temps,  et  que  la  position  absolue  dans  le  temps  n'a  aucun  effet 
sur  le  contenu  des  choses  ou  événements.  Mais  l'emploi  actuel 
de  la  congruence,  pour  la  mesure  spatiale,  implique  le  mou- 
vement, qui  est  nécessairement  mouvement  de  matière,  puisque 
l'espace  ne  peut  pas  se  mouvoir.  Ce  critérium  implique  la  con- 
naissance, qui  ne  peut  jamais  être  plus  cpi'cmpirique,  de  ce 
fait  qu'un  certain  corps  n'a  pas  changé  de  forme  pendant  le 
mouvement,  ou  n'en  a  changé  que  d'une  certaine  manière 
connue.  De  même,  la  comparaison  actuelle  de  différentes  por- 
tions du  temps  implique  la  continuation  de  quelque  processus 
actuel  suivant  un  cours  uniforme;  et  l'uniformité  d'un  pro- 
cessus actuel  ne  peut  être  connue  que  par  expérience.  Ce  qui 
est  a  priori,  c'est  la  pure  possibilité  de  cette  uniformité,  c'est- 
à-dire  la  connaissance  qu'elle  n'est  pas  empêchée  par  un  simple 
changement  de  position  absolue  dans  le  temps. 

Pour  la  mesure  actuelle  du  temps,  nous  sommes  donc 
réduits  à  admettre  l'uniformité  d'un  certain  mouvement  ou 
système  de  mouvements  qui  nous  est  donné  dans  l'expérience. 
Heureusement,  nous  avons  une  ample  collection  de  mou- 
vements qui  s'accordent  tous  approximativement  :  les  oscil- 
lations du  pendule,  la  rotation  et  la  révolution  de  la  Terre  et 

(  'j  Cet  alinéa  a  élé  ajouté  par  l'auteur.  {Note  du  traducteur.) 
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des  planètes,  etc.  Car  ceux-ci  ne  s'accordent  pas  exactement, 
mais  ils  nous  conduisent  aux  lois  du  mouvement,  les(pielles  nous 
permettent  dévaluer,  dans  notre  iiypolhèsi'  arl)itraire,  les 
petites  quantités  dont  ils  s'écartent  du  mouvemcut  uniforme 
exactement  comme  Tlivpolhése  de  la  Libre  Mobilité  nous  a 
permis  de  mesurer  la  (piantité  dont  les  cor[)s  actuels  s'écartent 
de  la  rigidité.  Mais,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  une  autre 
hypothèse  est  mathématiquement  possible,  et  ne  peut  être 
exclue  (pren  raison  de  son  absurdité  philosophi(pie;  on  aurait 
pu  admellre  (pie  cet  ensemble  de  mouvements  (pii  s'accordent 
approximativement  ont  tous  des  vitesses  qui  varient  approxi- 
mativement suivant  une  certaine  fonction  du  temps  arbitraire- 
menl  choisie,  soit  /(/),  comptée  à  partir  d'une  orijj^ine  arbi- 
traire. Lue  telle  hyj)Othèse  leur  conserverait  un  synchionisme 
aussi  approximatif  qu'auparavant,  et  donnerait  un  système  de 
Mécani(jue  également  possible,  quoique  plus  complexe;  au  lieu 
de  la  première  loi  du  mouvement  ('),  on  aurait  la  suivante  : 
«  L  ne  molécule  persévère  dans  son  état  de  repos  ou  de  mouve- 
ment rectiligne  avec  une  vitesse  variant  comme  y*(/),  à  moins 
qu'elle  ne  soit  forcée  de  changer  cet  état  par  l'action  de  forces 
extérieures.  »  Une  telle  hypothèse  csl  mathématitpiement  pos- 
sible, mais,  comme  l'hypothèse  analogue  pour  res[)ace,  elle  est 
exclue,  au  point  de  vue  logique,  par  la  nature  comparative 
du  jugement  de  grandeur,  et,  au  point  de  vue  philosophi(|ue, 
par  le  fait  qu'elle  implique  le  temps  absolu  comme  agenl  déter- 
minant du  changement,  tandis  que  le  temps  ne  peut  jamais, 
philosophiquement,  être  autre  chose  qu'une  forme  passive  tirée 
par  abstraction  du  changement  réel.  J'ai  introduit  ce  parallèle 
emprunté  au  temps,  non  comme  ayant  une  portée  directe  dans 
ma  démonstration,  mais  comme  un  cas  simple  (pii  peut  servir 
à  illustrer  mon  raisonneni'ut  dans  le  cas  plus  complexe  de 
l'espace.  Car  puisque  le  temps,  en  Malhématiipies,  est  une 
grandeur  à  une  dimension,  les  difficultés  mathémali(pies  sont 
plus  simples  ici  qu'en  Géométrie;  et  (pioicpic  rien  n'y  corres- 
ponde exactement  à  la  congruence,  il  olïVe  un  mélange  tout  à 

(»)  Le  principe  de  l'inertie.  {Note  du  traducteur.) 
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fait  analogue  de  nécessité  matliématiquc  et  pliilosophique,  qui 
fournit,  en  fin  de  compte,  un  axiome  complètement  défini  pour 
base  de  la  mesure  du  temps,  correspondant  à  la  congruence 
comme  base  de  la  mesure  de  l'espace  (  '  ). 

152.  3°  L'exemple  de  la  mesure  du  temps  suggère  la  troi- 
sième des  objections  précitées  contre  la  nécessité  absolue  de 
l'axiome  de  Libre  Mobilité.  La  Psycbopliysique  a  montré  que 
nous  avons  le  pouvoir  approximatif,  au  moyen  de  ce  qu'on  peut 
appeler  le  sens  do  la  durée,  d'estimer  immédiatement  Tégalité 
de  courtes  durées.  Cela  fournit  une  mesure  grossière  du  temps, 
indépendante  de  toute  supposition  d'un  mouvement  uniforme; 
dans  Tospace  également,  peut-on  dire,  nous  avons  un  semblable 
pouvoir  de  comparaison  immédiate.  Nous  pouvons  voir,  à  la 
simple  inspection,  que  les  subdivisions  d'un  mètre  ne  sont  pas 
trop  inexactes;  de  cette  manière,  peut-on  dire,  nous  avons  du 
même  coup  un  procédé  de  mesure  indépendant  de  la  con- 
gruence,  et  aussi  le  moyen  de  découvrir,  par  l'expérience, 
toute  infraction  notable  à  la  Libre  Mobilité. 

Mais  à  cette  tlièse  on  peut  faire  tout  d'abord  une  objection 
psycbologique  vraiment  fondamentale.  On  a  soutenu  que 
toute  comparaison  de  grandeurs  spatiales  procède  par  superpo- 
sition idéale.  Ainsi  James  dit  (-)  :  «  Même  lorsque  nous  ne 
sentons  que  vaguement  qu'une  subdivision  est  plus  grande  ou 
plus  petite,  il  faut  que  l'esprit  passe  rapidement  de  celte  suIj- 
division  à  l'autre,  et  ressente  le  cboc  sensible  immédiat  du 
plus,  »  et  «  en  tant  que  les  subdivisions  d'un  espace  sensible 
doivent  être  mesurées  exactement  les  unes  par  les  autres,  il 
faut  que  les  formes  objectives  qui  occupent  une  subdivision 
soient  directement  ou  indirectement  superposées  à  Tautre  sub- 
division (')  ». 

Mais,  quand  même  nous  renoncerions  à  cette  objection  fou- 

(')  Au  sujet  (le  la  mesure  du  temps,  cf.  BosvNQL'KT,  Logic,  t.  J,  p.  178- 
i83.  Comme  le  tem|)S,  dans  l'exposé  ci-dessus,  est  mesuré  par  le  mouvement) 
sa  mesure  présnp|)Ose  celle  des  grandeurs  spatiales- 

{-)  Psyclwlofry,  t.  II,  p.  \-j}.. 

(*)  Cf.  Sti'AII'F,  Ursprung  der  liaunworstellung,  p.  68. 
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damentale,  il  en  resterait  d'autres.  Et  d'abord,  de  tels  jugemenls 
d'égalité  ne  sont  que  des  approximations  très  grossières,  et  ne 
peuvent  pas  être  appli(|ués  aux  lignes  qui  dépassent  une  cer- 
taine longueur,  quand  ce  ne  serait  (pie  par  cette  raison  (jue  Ton 
ne  peut  pas  bien  voir  de  telles  ligues  ensemble.  Ainsi  cette 
méthode  ne  peut  nous  donner  quelque  sécurité  (pie  dans  notre 
voisinage  immédiat,  et  ne  peut  en  aucinie  manière  garantir  des 
opérations  couiine  celles  (pii  seraient  re(piises  poiu"  la  coustruc- 
tion  des  cartes,  etc.,  et,  bieu  moius  encore,  la  mesure  des 
distances  astronomicpies.  Klle  peut  tout  au  plus  nous  permettre 
de  dire  que  certaines  lignes  sont  plus  longues  que  d'autres,  mais 
elle  mettrait  la  Géométrie  au  ménie  niveau  que  rArithméti(jue 
des  plaisirs  ('  ),  où  l'on  est  réduit  à  des  uïesures  purement  sub- 
jectives. En  fait,  cette  uiétbode  est  reconnue  si  peu  exacte,  (jue  le 
mètre  est  aussi  nécessaire  à  la  vie  quotidienne  qu'à  la  Science. 
D'ailleurs,  personne  ne  se  lierait  à  de  tels  jugements  immédiats, 
si  le  critérium  plus  rigoureux  de  la  congrueuce  ne  venait  les 
confirmer  en  quelque  mesure;  mais  si  l'on  ne  pouvait  pas  em- 
ployer ce  critérium,  on  n'aurait  aucune  raison  pour  se  lier  à 
<^u\j  même  au  degré  où  nous  le  faisons.  Nous  ne  trouvons  donc 
par  là  aucun  moyen  d'échapper  à  l'absolue  dépendance  où  est 
la  Géométrie  à  l'égard  de  l'axiome  de  Libre  Mobilité. 

153.  f"  Un  dernier  éclaircissement  est  nécessaire  pour  (pie 
notre  démonstration  de  cet  axiome  puisse  être  considérée 
comme  complète.  Nous  avons  parlé  ci-dessus  de  la  (iéométrie 
sur  uii  œuf,  qui  n'admet  pas  la  Libre  Mobilité.  Kn  quoi,  peut-on 
me  demander,  une  Géométrie  qui  exclurait  entièrement  la 
congrueuce  serait-elle  plus  inipossiblr  (pie  cette  (iéométrie  de 
l'œuf?  La  réponse  est  facile.  La  (iéométrie  des  surfaces  non 
congruentes  ncsl  possible  que  par  reuq)loi  des  infiniment 
petits;  or,  dans  riuliniment  petit,  toutes  les  surfaces  deviennent 
planes.  La  formule  fondamentale  (pii  donne  la  lougueui-  d'un 
arc  infiniment  petit  ne  s'obtient  qu'en  supposant  (pi'un  tel  arc 

(•)  Doctrine  de  Jérémie  lieiilliatn,  qui  |>i-u|>os:iil  comme  rè^'Ie  morale  la 
recherche  de  la  plus  «.'raude  somme  de  plaisirs,  évaluée  au  moyen  d'une  sorte 
de  calcul.  {\ofe  de  M.  Coutural.) 
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peut  être  traité  comme  une  li^ne  droite,  et  que  la  Géométrie 
plane  euclidienne  peut  s'appliquer  au  voisinage  immédiat  d'un 
point  quelconque.  Si  nous  n'avions  pas  notre  mesure  eucli- 
dienne, qui  pent  être  déplacée  sans  déformation,  nous  n'aurions 
aucune  méthode  pour  coujparer  de  petits  arcs  en  diderents 
lieux,  et  la  Géométrie  des  surfaces  non  congruentes  serait 
ruinée.  Ainsi  l'axiome  de  Libre  Mobilité,  en  ce  qui  concerne 
l'espace  à  trois  dimensions,  est  nécessairement  impliqué  et  pré- 
supposé dans  la  Géométrie  des  surfaces  non  congruentes;  la 
possibilité  de  celle-ci  est,  par  suite,  une  possibilité  dépendante 
et  dérivée,  et  ne  peut  fournir  aucun  argument  contre  la  néces- 
sité a  priori  de  la  congruence  comme  critérium  de  l'égalité. 

154.  11  convient  d'observer  que  l'axiome  de  Libre  Mobilité, 
tel  cpie  je  l'ai  énoncé,  comprend  aussi  Taxiome  auquel  Helm- 
holtz  donne  le  nom  de  Monodromie.  Celui-ci  affirme  qu'un 
corps  ne  change  pas  de  dimensions  par  suite  d'une  révolution 
complète  (de  (juatrc  angles  droits),  mais  occupe  à  la  lin  la 
même  position  qu'au  commencement.  L'opinion  suivant  la- 
quelle il  serait  mathématiquement  nécessaire  de  faire  de 
cette  propriété  de  l'espace  un  axiome  séparé  a  été  réfutée  par 
Sophus  Lie  (');  philosophiquement,  la  Monodromie  est  mani- 
festement un  cas  particulier  de  la  Libre  Mobilité  (-),  et  même 
un  cas  particulièrement  évident,  car  une  translation  produit 
réellement  quelque  changement  dans  un  corps,  à  savoir  un 
changement  de  position,  tandis  qu'une  rotation  de  quatre 
angles  drorits  peut  être  supposée  effectuée  un  nombre'  quel- 
conque de  fois  sans  apparaître  dans  le  résultat,  et  il  y  a  une 
absurdité  palpable  à  attribuer  à  l'espace  le  pouvoir  de  faire 
grandir  les  corps  pendant  cette  opération;  tout  ce  qu'on  a  dit 
ci-dessus  sur  la  congruence  en  général  s'applique  avec  une  plus 
grande  évidence  encore  à  ce  cas  spécial. 

155.  L'axiome  de  Libre  Mobilité  implique,  comme  condition 


(!)    Toi/-  Glia|).  I,  §  4o. 

(*)   De  même  qu'un  autre  axiome  de  Helmhokz,  suivant  lequel  la  possibi- 
lité (le  la  superposition  est  indépendante  du  chemin  suivi  pour  l'effectuer. 


LES   AXIOMES    DE   LA   GÉOMÉTRIE   MÉTRIQl'E.  OoS 

de  sa  vérité,  rhomojj:énéité  de  Tespacc,  ou  la  complète  relati- 
vité de  la  position.  Car  si  une  forme  (|ui  est  j)ossil)le  en  une 
partie  de  l'espace  doit  toujours  être  possible  en  une  autre,  il 
s'ensuit  que  toutes  les  parties  de  l'espace  sont  qualitativement 
semblables,  et  ne  peuvent,  par  conséquent,  se  distin«^uer  par 
aucune  propriété  intrinsè(pie.  Il  faut  donc,  si  notre  axiome  est 
vrai,  (jue  les  positions  dans  l'espace  soient  entièrement  définies 
par  des  relations  extérieures,  c'est-à-dire  que  la  position  n't'st 
pas  unr  proprirtr  intrinsèque,  mais  une  propriété  purmuml 
reldtiK-e  des  choses  dans  Vespare.  Bref,  s'il  pouvait  exister 
quehpie  cliose  comme  la  position  absolue,  la  (^éométrif  mé- 
trique serait  impossible.  Cette  relativité  de  la  position  est  le 
poslulal  fondamental  de  toute  la  Géométrie,  celui  au(juel 
aboutit  cbacun  des  axiomes  métriques  nécessaires,  et  duquel, 
inversement,  chacun  de  ces  axiomes  peut  se  déduire. 

156.  Cette  déduction  inverse,  en  ce  qui  concerne  la  Libre 
Mobilité,  n'est  pas  très  difficile;  elle  résulte  du  raisonnement 
de  la  Section  A  (  '  ),  que  je  vais  résumer  brièvement.  En  premier 
lieu,  l'extériorité  est  un  concept  essentiellement  relatif  :  car 
rien  ne  peut  être  extérieur  à  soi-même.  Etre  extérieur  à  quehjue 
chose,  c'est  être  autre,  avec  quelque  relation  à  cette  chose. 
Donc,  lorsque  l'on  conçoit  une  forme  d'extériorité  en  faisant 
abstraction  de  tout  contenu  matériel,  et  qu'on  l'étudié  isolé- 
ment, la  position  apparaît  nécessairement  comme  purement 
relative;  elle  ne  peut  avoir  aucune  qualité  intrinsèque,  car 
notre  forme  consiste  en  pure  extériorité,  et  l'extériorité  ne  con- 
tient aucune  ombre  ou  trace  d'une  qualité  intrinsèque.  De  là 
dérive  notre  postulat  fondamental,  la  relativité  de  la  position. 
Il  en  résulte  rhomoj^énéité  de  notre  forme,  car  s'il  y  avait  dans 
une  position  une  qualité  (pieleoiupie  qui  la  distiu^aiàl  d'une 
autre,  cette  qualité  serait  nécessairement  plus  ou  moins  intrin- 
sèque, et  contredirait  la  pure  relativité.  Enfin  la  libre  mobi- 
lité découle  de  l'homogénéité,  car  notre  forme  ne  serait  pas 
homogène  si  elle  n'admettait  pas  dans  chaque  partie  les  formes 

(«)  C/.  §§129,  130. 
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ou  les  systèmes  de  relations  qu'elle  admet  dans  toute  autre 
partie.  La  Libre  Mobilité  est  donc  une  propriété  nécessaire  de 
toute  forme  possible  d'extériorité. 

157.  En  récapitulant  Targumentation  que  nous  venons  de 
clore,  nous  pouvons  Texposer,  en  conséquence  des  deux  para- 
graphes précédents,  sous  la  forme  d'un  cercle  complet.  Partant 
des  conditions  de  la  mesure  spatiale,  on  trouve  que  la  conq)a- 
raison,  requise  pour  la  mesure,  ne  peut  s'elîectuer  que  par  la 
superposition.  Mais  on  trouve,  d'autre  part,  que  le  résultat  de 
cette  «comparaison  ne  sera  exempt  d'équivoque,  que  si  les  gran- 
deurs et  les  formes  spatiales  ne  sont  pas  altérées  par  le  mouve- 
ment dans  l'espace,  que  si,  en  d'autres  termes,  les  formes  ne 
dépendent  pas  de  leur  position  absolue  dans  l'espace.  Mais  cet 
axiome  ne  peut  être  vrai  que  si  l'espace  est  homogène  et  la  po- 
sition purement  relative.  Réciproquement,  si  Ton  admet  que  la 
position  est  purement  relative,  un  changement  de  grandeur 
pendant  le  mouvement  est  impossible,  attendu  qu'il  implique 
l'existence  d'une  position  absolue,  et  notre  critérium  d'égalité 
spatiale  est  par  suite  légitime.  Mais,  dans  une  forme  d'exté- 
riorité quelconque,  la  position  ne  peut  être  que  purement  re- 
lative, puisque  l'extériorité  ne  peut  pas  être  une  propriété 
intrinsèque  de  quelque  chose.  Notre  axiome  est  donc  a  priori 
dans  un  double  sens  :  il  est  présupposé  dans  toute  mesure  spa- 
tiale, et  il  est  une  propriété  nécessaire  de  toute  forme  d'exté- 
riorité. On  verra  (jue  les  autres  axiomes  nécessaires  possèdent 
de  même  une  double  apriorité. 

II.  —  L'axiome  des  dimensions  ('). 

158.  Nous  avons  vu,  en  discutant  l'axiome  de  Libre  Mobi- 
lité, (pic  toute  position  est  relative,  c'est-à-dire  qu'une  position 
n'existe  qu'en  vertu  de  relations  (").I1  s'ensuit  que,  pour  que  l'on 

(  '  j  Celle  tléduclioii  e?l  praliquemenl  la  même  que  celle  tle  la  Sect.  A;  mais 
je  l'ai  formulée  ici  en  la  raj)porlaiit  plus  spécialement  à  respace  et  à  la  Géo- 
inéliie  métrique. 

(^)  On  peut  demandei"  à  quoi  s'appliquent  ces  relations;  c'est  là  une  ques- 
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puisse  définir  des  positions,  il  faut  qu'elles  soient  définies  d'une 
manière  complète  et  unl(pi<' par  un  nomhn'  fini  de  ces  relations. 
Pour  que  la  Géonièlrie  soit  possible,  il  faut  (pie,  une  fois  doimé 
un  nombre  de  relations  suilisanl  pour  déterminer  un  point 
d'une  manière  unitpie,  ses  relations  à  tout  autre  point  puissent 
se  déduire  des  relations  déjà  données.  On  obtient  airisi  comme 
condition  a  priori  de  la  (îéométrie,  lo«;:i(piement  in(lisj)ensable 
à  son  existence,  cet  axiome  (pie  l^Eapacc  doit  avoir  un  nombre 
entier  fini  de  dimensions.  \ii\  effet,  chacune  des  relations  re- 
quises pour  définir  un  point  constitue  une  dimension,  et  une 
fraction  de  relation  est  un  non-sens.  Le  nombre  des  relations 
requises  doit  être  lini,  puisfpi'un  nombre  iniini  de  dimensions 
serait  pratiquement  impossible  à  déterminer.  Kn  tenant  compte 
de  l'axiome  de  Libre  Mobilité,  et  en  se  rappelant  que  l'espace 
est  un  continu,  on  peut  énoncer  notre  axiome,  pour  la  (iéomé- 
trie  métrique,  sous  la  forme  donntk»  par  Ilclmholtz  :  «  Dans  un 
espace  à  n  dimensions,  la  position  de  cluujue  point  est  déter- 
minée d'une  manière  unique  par  la  mesure  de  n  variables  con- 
tinues indépendantes  (coordonnées)  (').  » 

159.  Voilà  donc  tout  ce  qui  est  nécessaire  a  priori  à  la  (iéo- 
métrie  métrique.  La  restriction  du  nombre  des  dimensions  à. 
trois  paraît,  en  revanche,  être  entièrement  le  produit  de  l'expé- 
rience (*).  Cette  restriction  ne  peut  pas  être  logi([uenient  né- 
cessaire, car  dès  qu'on  a  formulé  un  système  analytique  (piel- 
conque,  elle  paraît  absolument  arbitraire.  Pounjuoi,  est-on 
conduit  à  se  demander,  ne  peut-on  pas  ajouter  une  (juatrième 
coordonnée  à  x^  y.,  r,  ou  donner  une  si},'nilicalion  j^éométrique 
à  j:*?  Sous  cette  forim;  plus  spéciale,  nous  sommes  tentés  de 
regarder  l'axiome  des  dimensions  comme  un  fait  purement  sta- 
tistique, tel  que  le  nombre  des  habitants  d'une  ville,  et  n'ayant 
pas  plus  de  nécessité  que  n'en  ont  les  faits  de  ce  genre. 

tion  qui  enveloppe  bien  des  difficullés.  Nous  en  parlerons  plus  loin  dans  ce 
Chapitre,  et  nous  y  répondrons  autant  que  possible  dans  le  Chapitre  IV.  Pour 
le  moment,  malgré  le  cercle  manifeste  que  cela  impli(iue,  je  considérerai  les 
relations  comme  des  relations  à  d'autres  positions. 

(<)    Wissenschaftliche  Abhandlungen,  t.  Il,  p.  CiJ.  {Cf.  Chap.  I,  §  2.*).) 
(*)  Cf.  Grassmann,  Ausdehnungslehre  de  i8fi,  a*  édition,  p.  xxiu. 
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La  Géométrie  apporte  une  preuve  intrinsèque  à  Tappui  de 
ma  division  de  l'axiome  des  dimensions  en  une  partie  a  priori 
et  une  partie  empirique.  En  effet,  tandis  que  l'extension  du 
nombre  des  dimensions  à  quatre  ou  à  n  ne  change  rien  dans  la 
Géométrie  plane  et  solide,  et  ne  fait  qu'ajouter  une  nouvelle 
branche  qui  ne  gène  en  aucune  manière  les  anciennes,  toutes  les 
(jéométries  supposent  un  nombre  défini  quelconque  de  dimen- 
sions, et  il  n'est  pas  possible  de  concevoir  une  Géométrie  qui 
serait  affranchie  de  cette  supposition  ('). 

160.  Puisque  ce  point  semble  de  quelque  intérêt,  nous  allons 
répéter  notre  démonstration  de  l'apriorité  de  cet  axiome  d'un 
point  de  vue  légèrement  différent.  Nous  commençons,  cotte 
fois,  par  le  concept  le  plus  abstrait  de  l'espace,  tel  que  nous  le 
trouvons  dans  la  dissertation  de  Riomami,  ou  dans  les  E ten- 
dues d'Erdmann.  Ce  concept  est  celui  d'une  multiplicité  or- 
donnée, divisible  à  l'infini,  et  qui  admet  la  libre  mobilité  (-). 
La  lil)rc  mobilité  implique,  nous  l'avons  vu,  le  pouvoir  de 
passer  d'une  manière  continue  d'un  point  quelconque  à  un 
autre  quelconque,  par  tel  chemin  qu'il  nous  plaira  de  choisir; 
elle  implique  en  outre  que,  dans  ce  trajet,  aucun  changement 
n'arrive,  si  ce  n'est  des  changements  de  pure  position,  c'est-à- 
dire  que  les  positions  n'offrent  entre  elles  aucune  différence 
qualitative.  (Cotte  absence  de  différence  qualitative  est  le  ca- 
ractère distinctif  de  l'espace  par  opposition  à  d'autres  multipli- 
cités, telles  que  les  ensembles  des  couleurs  et  des  sons  :  dans 
ceux-ci,  chaque  élément  a  une  valeur  sensible  qualitative  dé- 
finie, tandis  que,  dans  l'espace,  la  valeur  sensible  d'une  position 
dépend  ontièrementdo  sa  relation  spatiale  à  notre  propre  corps, 
et  parlant  n'est  pas  intrinsèque,  mais  relative.)  De  l'absence  de 
différences  qualitatives  entre  les  positions,  il  suit  logiquement 

(')  Dclljœuf,    il   est   vrai,    parle  de  Géométries  à  —  dimensions,  mais  il  ne 

donne  aucune  référence  [Rev.  Phil.,  t.  XXXVI,  p.  '\io). 

(2)  H  convient  de  rappeler  qu'en  critiquant  Erdmann,  nous  avons  vu  que 
la  Libre  Mobilité  est  une  propriété  nécessaire  de  ses  étendues,  bien  'qu'il  ne 
la  regarde  pas  comme  telle. 


LES   AXIOMKS    DE   LA   GÉOMÉTRIE   MÉTRIQIE.  iOJ 

que  des  positions  n'existent  que  par  d'autres  positions;  une  po- 
sition diffère  d'une  autre  précisément  parce  qu'elles  sont  deux, 
et  non  à  cause  d'une  propriété  inliinsécpie  quclconcpio  de  l'une 
ou  de  l'autre.  Ainsi  la  position  est  délinie  purement  cl  simple- 
ment par  rapport  à  d'autres  positions,  ('ne  position  (juel- 
conque  n'est  donc  com[)létement  défmie  (pie  lorscpie  de  telles 
relations  sont  données  en  nomhre  suffisant  pour  permettre  de 
déterminer  sa  relation  à  n'importe  (piellc  autre  [)osition,  celle-ci 
étant  définie  par  le  même  nond)re  de  relations.  Or,  pour  (prune 
telle  définition  puisse  être  possible,  il  tant  (pi'un  nomhre  fini  de 
relations  soit  suffisant.  Mais  chacune  de  ces  relations  constitue 
une  dimension.  Par  consé(pient,  pour  que  la  (iéométrie  soit 
possible,  il  est  nécessaire  a  priori  <pie  l'esjjace  ait  un  n()nd)re 
entier  fini  de  dimensions. 

161.  La  limitation  des  dimensions  à  trois  est,  comme  nous 
l'avons  vu,  empirique;  néanmoins,  elle  n'est  |)as  sujette  à 
l'inexactitude  et  à  l'incertitude  que  comporte  ordinairement  la 
connaissance  empiri(jue.  En  effet,  les  alternatives  que  la  lo- 
gique laisse  ouvertes  à  l'expérience  sont  discontinues  (s'il  n'y 
avait  pas  trois  dimensions,  il  faudrait  (pi'il  y  en  eût  deux  ou 
quatre,  ou  fpieUjue  autre  nomhre),  de  sorte  (pi'il  ne  peut  être 
question  de  petites  erreurs  (').  Ainsi  la  certitude  finale  de 
l'axiome  des  trois  dimensions,  bien  (pie  due  en  partie  à  l'expé- 
rience, est  d'un  ordre  tout  à  fait  dillérent  de  celui  de  la  loi  de 
la  gravitation,  par  exem[)le.  Dans  celle-ci,  une  [)elite  inexacti- 
tude peut  exister  et  rester  inapen/ue;  dans  celui-là,  au  con- 
traire, une  erreur  devrait  être  si  considérable  qu'il  serait  abso- 
lument impossible  de  la  méconnaître.  Il  s'ensuit  ([iie  la  certitude 
de  l'axiome  tout  entier,  savoir  (pie  les  dimensions  sont  au 
nombre  de  trois,  est  presque  aussi  grande  (pie  celle  de  l'élément 
a  priori,  puis(pie  cet  élément  offre  à  l'expérience  une  dis- 
jonction définie  de  possibilités  discontinues. 


(' j  Cf.  RiEMANN,  Hypothesen  welche  der  Géométrie  zu  Gruntle  liegen, 
ap.  Gesammelte  Werke,  p.  2G6;  voir  aussi  Erdmann,  op.  cit.,  p.  i5{. 
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III.  —  L'axiome  de  la  distance. 

JG2.  Nous  avons  déjà  \u,  en  cludiant  la  Gcoinélrie  pro- 
jcclivc,  que  deux  points  doivent  déterminer  une  courbe  unique^ 
la  ligne  droite,  l^ans  la  Géométrie  métriijue,  l'axiome  cories- 
pondanl  est  que  deux  points  doivent  déterminer  une  {grandeur 
spatiale  unique,  la  distance.  Je  me  propose  de  démontrer,  dans 
ce  (pii  suit  :  i*'  que  si  la  distance  n'existait  pas  comme  gran- 
deur complètement  déterminée  par  deux  points,  la  grandeur 
spatiale  ne  serait  pas  mesurable;  2"  que  la  distance  ne  peut  être 
déterminée  par  deux  points  que  s'il  y  a  dans  l'espace  une 
ligne  actuelle  déterminée  par  ces  deux  points;  3"  que  l'exis- 
tence d'une  telle  courbe  peut  se  déduire  du  concept  d'une 
forme  d'extériorité;  et  4°  que  rap{)lication  de  la  grandeur  à 
une  telle  courbe  engendre  nécessairement  une  certaine  quan- 
tité, à  savoir,  la  dislance,  déterminée  d'une  manière  unique  par 
deux  points  quelconcjues  qui  déterminent  la  courbe.  La  con- 
clusion sera  que,  si  ces  propositions  peuvent  être  soutenues 
avec  succès,  l'axiome  de  la  distance  est  a  priori  dans  le  même 
double  sens  que  l'axiome  de  Libre  Mobilité,  c'est-à-dire  qu'il 
est  présupposé  dans  la  possibilité  de  la  mesure,  et  qu'il  est  né- 
cessairement vrai  de  toute  forme  possible  d'extériorité. 

163.  1"  La  possibilité  de  la  mesure  spatiale  nous  permet 
d'inférer  l'existence  d'une  grandeur  déterminée  d'une  manière 
unique  par  deux  points  quelconques.  La  preuve  de  cette  tbèse 
dérive  de  l'axiome  de  Libre  Mobilité,  ou  de  son  équivalent, 
Ibomogénéité  de  l'espace.  Nous  avons  vu  que  ces  axiomes  sont 
inq>rMpiés  dans  la  possibilité  de  la  mesure  sj)atiale;  nous  pou- 
vons donc  les  employer  dans  tout  raisonnement  relatif  aux 
conditions  de  cette  possibilité. 

Tout  d'abord,  pour  que  la  Géométrie  soit  possible,  il  faut 
(pie  deux  points  aient  quelque  relation  entre  eux,  car  nous 
avons  vu  que  seules  de  telles  relations  constituent  la  position 
ou  la  localisation.  Mais  si  deux  points  ont  une  relation  entre 
eux,  c'est  nécessairement  une  relation  intrinsèque.  En  efTet,  de 
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l'axiome  de  Libre  Mobilité  il  résulte  qu'on  peut  construire  ^lans 
n'importe  quelle  partie  de  Tespace  deux  points  formant  une 
lij^ure  congruente  avec  ce  couple  de  points  donnés.  Si  cela 
n'était  pas  possible,  on  a  vu  que  la  Géométrie  métrique  ne 
pourrait  pas  exister.  Mais  chacune  des  deux  figures  peut  être 
regardée  comme  composée  de  deux  points  et  de  leur  relation; 
si  donc  les  deux  figures  sont  congruentes,  il  s'ensuit  (jue  la  re- 
lation est  quantitativement  la  même  pour  les  deux  ligures, 
puisque  la  congruence  est  le  critérium  de  l'égalité  spatiale. 
Ainsi  les  deux  points  ont  une  relation  (juantitalive,  (jui  est  telle 
qu'ils  peuvent  se  déplacer  ensemble  à  travers  l'espace  sans  al- 
térer en  aucune  manière  cette  relation.  Mais  dans  un  dépla- 
cement aussi  général,  aucune  relation  extérieure  des  deux 
points,  aucune  relation  inqjliquant  d'autres  points  ou  ligures 
de  l'espace  ne  peut  rester  inaltérée  (*).  Par  suite,  la  relation 
entre  les  deux  points,  restant  inaltérée,  est  nécessairement  une 
relation  intrinsèque,  une  relation  qui  n'implique  aucun  autre 
point  ou  figure  de  l'espace;  c'est  cette  relation  intrinsèque  que 
nous  appelons  distance  (^). 

164.  On  pourrait  objecter  au  raisonnement  précédent  (ju'il 
implique  une  pétition  de  principe.  Car  on  a  supposé  que  les 
deux  points  et  leur  relation  forment  une  figure,   à   laquelh; 


(  ')  Cette  proposition  est  sujette,  dans  l'espace  sphérique,  à  une  modifica- 
tion qu'on  indiquera  plus  bas,  en  étudiant  lexceplion  à  l'axiome  de  la  lif^ne 
droite.   Voir  %%  IG8-17i. 

(î)  En  parlant  de  la  distance  à  la  fois  comme  une  grandeur  et  comme  une 
relation  intrinsèque,  je  tiens  à  me  défendre  d'une  inconséquence  appa- 
rente. J'ai  parlé  constamment  du  jugement  de  grandeur  comme  d'un  ju- 
gement de  comparaison;  comment,  alors,  une  grandeur  peut-elle  être  in- 
trinsèque? Je  répondrai  que,  bien  que  la  mesure  et  le  jugement  de  grandeur 
expriment  le  résultat  de  la  comparaison,  il  faut  néanmoins  que  les  termes 
comparés  existent  avant  la  coniparaison  ;  dans  le  cas  présent,  où  l'on  me- 
sure des  distances,  c'est-à-dire  où  on  les  compare  entre  elles,  les  termes 
de  la  comparaison  sont  les  relations  intrinsèques  entre  les  points,  .\insi, 
quoique  la  mesure  Ac  la  distance  implique  une  référence  à  d'autres  distances, 
et  que  son  expression  comme  grandeur  exige  une  telle  référence,  son  exis- 
tence ne  dépend  pourtant  d'aucune  référence  extérieure,  mais  uniquement 
des  deux  points  dont  elle  est  la  distance. 

R.  '4 
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d'autres  figures  peuvent  être  congruentes.  Or  si  deux  points 
n'ont  pas  de  relation  intrinsèque,  il  semble  qu'ils  no  puissent 
pas  former  une  telle  figure.  Le  raisonnement  suppose  donc  en 
apparence  ce  qu'il  doit  prouver.  Pourquoi,  peut-on  demander, 
trois  points  ne  seraient-ils  pas  requis  pour  obtenir  une  relation 
que  la  Libre  Mobilité  nous  permette  de  construire  de  nouveau 
en  d'autres  parties  de  l'espace? 

La  réponse  à  cette  objection,  comme  à  la  question  corres- 
pondante dans  la  première  section  de  ce  Chapitre,  se  trouve, 
je  crois,  dans  la  passivité  de  l'espace,  ou  dans  la  mutuelle  indé- 
pendance de  ses  parties.  Car  de  cette  indépendance  il  suit 
qu'aucune  ligure  ou  aucun  assemblage  de  points  ne  peut  être 
étudié  sans  référence  à  d'autres  figures  ou  points.  Ce  principe 
est  la  base  de  la  divisibilité  à  l'infini,  de  l'emploi  de  la  grandeur 
en  Géométrie,  et  de  toute  possibilité  d'isoler  les  figures  parti- 
culières pour  les  étudier.  11  s'ensuit  que  deux  points  ne  peuvent 
pas  dépendre,  quant  à  leur  relation,  de  n'importe  (jucls  autres 
points  ou  figures,  car  s'ils  en  dépendaient,  on  devrait  admettre 
une  certaine  action  de  ces  points  ou  figures  sur  les  deux  points 
considérés,  et  cette  action  contredirait  la  mutuelle  indépen- 
dance des  diverses  positions.  Pour  illustrer  cela  par  un  exemple, 
la  relation  de  deux  points  donnés  ne  dépend  pas  des  autres 
points  de  la  ligne  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  points 
donnés.  Car  ce  n'est  que  par  leur  relation,  c'est-à-dire  par  la 
ligne  droite  qu'ils  déterminent,  qu'on  peut  savoir  que  les  autres 
points  de  la  ligne  droite  ont  une  connexion  particulière  avec 
le  couple  donné. 

165.  Mais,  peut-on  demander,  pourquoi  ne  doit-il  y  avoir 
qu'une  seule  relation  entre  deux  points?  Pourquoi  pas  plusieurs? 
La  réponse  à  cette  question  se  trouve  dans  le  fait  que  les  points 
sont  entièrement  constitués  par  des  relations,  et  n'ont  par  eux- 
mêmes  aucune  nature  intrinsèque  (' ).  Un  point  est  défini  par 
ses  relations  avec  d'autres  points,  et  une  fois  que  les  relations 
nécessaires  pour  le  définir  sont  données,  il  ne  peut  y  avoir  de 

(  '  )  J^oir  la  fin  du  raisonnement  sur  la  Libre  Mobilité,  §  loo  et  suiv. 
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nouvelles  relations  avec  les  points  employés  dans  celle  défini- 
tion, puisque  le  point  défini  n'a  pas  de  (pialités  d'où  puissent 
découler  de  telles  rtîlations.  ()v  une  relation  avec  un  autre  point 
vautautantque  plusieurs  pour  définir  le  point,  puisque,  quelque 
fût  leur  nombre,  elles  resteraient  invariables  dans  un  déplace- 
ment de  renseinble  des  deux  j)oinls.  Il  ne  peut  donc  y  avoir 
qu'une  seule  relation  déterminée  par  deux  points  (juelcoiHpics. 

16G.  2"  Nous  avons  ainsi  établi  notre  première  proposition  : 
deux  points  ont  une  et  une  seule  relation  déterminée  d'une  ma- 
nière unicpie  par  ces  deux  points.  C'est  cette  relation  (jue  nous 
appelons  icuv  distance.  Il  reste  à  considérer  les  conditions  de 
la  mesure  de  la  distance,  c'est-à-dire  jusqu'à  quel  j)oint  une 
valeur  uni(|ue  pour  la  distance  impli(|ue  une  courbe  déterminée 
d'une  manière  unique  par  les  deux  points. 

En  premier  lieu,  une  certaine  courbe  joig^nant  les  deux  points 
se  trouve  impliquée  dans  la  notion,  invoquée  ci-dessus,  d'un 
mouvement  de  l'ensemble  des  deux  points,  ou  de  deux  autres 
points  qui  forment  une  figure  cong'ruente  avec  les  deux  premiers. 
Car,  sans  une  telle  courbe,  les  deux  couples  de  points  ne  pour- 
raient être  connus  comme  congruents,  et  nous  n'aurions  aucun 
critérium  qui  nous  permît  de  découvrir  quand  un  couple  de 
points  se  meut  en  bloc  comme  une  figure  (').  11  faut  donc  que 
la  distance  soit  mesurée  par  quelque  ligne  qui  joigne  les  deux 
points.  Mais  est-il  nécessaire  que  ce  soit  une  ligne  que  les  deux 
points  déterminent  complètement? 

167.  Nous  sommes  accoutumés  à  la  définition  de  la  ligne 


(')  Dans  FuiscHAlP,  Absolutc  Géométrie  nach  Johann  liolyai,  Appoii 
(lice,  il  y  a  une  série  de  définilions,  parlant  de  la  sphère  déllnie  cnnnne  le 
lieu  des  couples  de  points  congruenls  lorsiju'un  point  du  couple  est  li\e,  et 
dérivant  de  là  le  cercle  et  la  ligne  droite.  De  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  il 
suit  <|ue  la  sphère  ainsi  délinie  implique  déjà  une  courbe  qui  joint  le<  points 
du  couple,  et  qui  permet  de  reconnaître  que  les  divers  couples  de  points 
sont  congruents;  et  il  a|)parailra,  dans  la  suite,  (|ue  celte  courhe  est  néces- 
sairement une  ligne  droite.  La  délinition  de  la  droite  par  Frischauf  au  moyen 
de  la  sphère  implique  donc  un  cercle  vicieux,  puisque  la  sphère  présuppose 
la  ligne  droite  comme  critérium  de  la  congruence  des  couples  de  points. 
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droite  comme  la  plus  courte  distance  entre  deux  points,  ce  qui 
impli(]uc  que  la  dislance  pourrait  aussi  bien  être  mesurée  par 
des  lifi^nes  courbes.  Cette  supposition  est  fausse,  à  mon  avis, 
pour  les  raisons  suivantes  :  Lorsqu'on  parle  de  la  long^ueur  d'une 
courbe,  on  ne  peut  donner  un  sens  à  ces  mots  qu'en  supposant 
la  courbe  divisée  en  arcs  rectilignes  infiniment  petits,  dont  la 
somme  donne  la  longueur  d'une  ligne  droite  équivalente;  ainsi 
l'on  n'a  aucun  moyen  de  comparer  les  longueurs  des  différentes 
courbes  sans  présupposer  la  Hgne  droite,  et  par  suite  on  ne  peut 
jamais  s'assurer  de  l'applicabilité  de  notre  définition.  On  pour- 
rait croire,  peut-être,  que  quelque  autre  ligne,  par  exemple  un 
cercle,  puisse  être  employée  comme  étalon  de  mesure.  Mais 
pour  estimer  de  cette  manière  la  longueur  d'une  courbe  quel- 
conque autre  qu'un  cercle,  on  devrait  diviser  la  courbe  en 
arcs  de  cercle  infinitésimaux.  Or  deux  points  successifs  ne  dé- 
terminent pas  un  cercle,  de  sorte  qu'un  arc  de  deux  points 
aurait  une  longueur  indéterminée.  Il  est  vrai  que,  si  Ton  exclut 
les  rayons  infiniment  petits  pour  les  cercles  qui  servent  à  la 
mesure,  la  longueur  des  arcs  infinitésimaux  serait  déterminée, 
même  si  les  cercles  variaient,  mais  c'est  seulement  parce  que 
tous  les  petits  arcs  de  cercle  qui  passent  par  deux  points  con- 
sécutifs coïncident  avec  la  ligne  droite  qui  passe  par  ces  deux 
points.  Ainsi,  même  à  l'aide  de  cette  restriction  arbitraire  aux 
rayons  finis,  tout  ce  qu'on  obtient  est  d'être  ramené  à  la  ligne 
droite.  Si,  pour  arranger  les  clioses,  on  prend  trois  points  con- 
sécutifs de  la  courbe,  et  que  l'on  évalue  la  distance  pa.-  l'arc  du 
cercle  osculateur  ('),  la  notion  de  distance  perd  sa  propriété 
fondamentale  d'être  une  relation  entre  deux  points.  Car  on  ne 
peut  pas  dire  alors  que  deux  points  consécutifs  de  Tare  aient 
entre  eux  une  distance  propre  :  trois  points  seraient  néces- 
saires pour  que  la  notion  de  distance  devînt  applicable.  Ainsi 
le  cercle  ne  peut  être  une  base  pour  la  mesure,  et  des  objec- 
tions semblables  s'applicjuent  naturellement  à  plus  forte  raison 


(')   Le  cercle  osculateur  d'une  courbe  est  justement  un  cercle  qui  a  trois 
points  infiniment  voisins  en  commun  avec  cette  courbe. 

{Note  du  traductew.) 
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à  toute  autre  courbe.  Tout  ce  raisonnement  est  destiné  à  mon- 
trer, en  détail,  rinipossihilil/'  lo<,n(juo  de  mesurer  la  distance 
par  une  courbe  quelcon(|uc  non  complètement  délinie  par  les 
deux  points  dont  on  cbercbe  la  distance.  Si  nous  avions  pris 
ci-dessus  la  dislance  comme  mesurée  par  des  cercles  de  rayon 
donné,  nous  aurions  introduit  dans  sa  définilion  une  relation  à 
d'autres  points  (pie  les  deux  dont  on  veut  mesurer  la  dislance, 
ce  fpii,  on  Ta  vu,  est  une  faute  de  loj,M(pie.  D'ailleurs,  comment 
pourrions-nous  savoir  que  tous  les  cercles  ont  des  rayons  é«ijaux, 
à  moins  d'avoir  une  niesure  de  la  dislance  indépendante  du 
cercle? 

1()8.  Ainsi  la  lip^ne  droite  n'est  pas  la /^/w5  cow/7e  dislance, 
mais  simplement  la  distance  entre  deux  points;  dans  cette 
mesure,  notre  conclusion  est  établie.  Mais  su[)posons  qu'on 
ait  deux  ou  plusieurs  courbes  passant  par  deux  points,  et  que 
toutes  ces  courbes  soient  congruentes  entre  elles.  Nous  dirons 
alors,  conformément  à  la  définition  de  l'égalité  spatiale,  que  les 
longueurs  de  toutes  ces  courbes  sont  égales.  Or  il  peut  arriver 
que,  bien  qu'aucune  de  ces  courbes  ne  soit  déterminée  d'une 
manière  unique  par  les  deux  points  extrêmes,  la  commune  lon- 
gueur de  toutes  ces  courbes  soit  pourtant  déterminée  par  là. 
Dans  ce  cas,  qu'est-ce  qui  nous  empècberail  d'appeler  cette 
commune  longueur  la  distance  de  ces  deux  points,  quoicpi'il 
ne  lui  corresponde  pas  une  figure  unicjue  dans  l'espace?  C'est 
le  cas  que  considère  la  Géométrie  spbérique,  où,  comme  sur  la 
spbère,  les  antipodes  peuvent  être  joints  par  un  nombre  infini 
de  lignes  géodésiques,  toutes  d'égale  longueur.  La  difficulté 
supposée  n'est  donc  pas  purement  imaginaire,  mais  une  diffi- 
culté que  la  (jréomélrie  moderne  nous  force  à  envisager.  Va\ 
conséquence,  je  vais  la  discuter  assez  longuement. 

t69.  Tout  d'abord,  il  faut  que  je  montre  (pie  mon  axiome 
n'est  pas  absolument  équivalent  à  celui  d'Kuclide.  I/axiorac 
d'Euclide  porte  que  deux  lignes  droites  ne  peuvent  pas  enfermer 
un  espace,  c'est-à-dire  ne  peuvent  pas  avoir  })lus  d'un  point 
commun.  Or  si  cbaque  couple  de  points,  sans  exception,  dé- 
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termine  une  ligne  droite  unique,  il  s'ensuit  naturellement  que 
deux  lignes  droites  différentes  ne  peuvent  avoir  qu'un  seul  point 
commun  ;  dans  cette  mesure,  les  deux  axiomes  sont  équivalents. 
Mais  il  peut  arriver,  comme  dans  l'espace  sphérique,  que  deux 
points  en  «^cviera/ déterminent  une  seule  ligne  droite,  mais  ne 
le  fassent  pas  lorsqu'ils  ont  entre  eux  cette  relation  spéciale  qui 
consiste  à  être  antipodes.  Dans  un  tel  système,  tout  couple  de 
lignes  droites  situées  dans  le  môme  plan  se  rencontre  en  deux 
points,  qui  sont  les  antipodes  l'un  de  l'autre;  mais  deux  points, 
en  général^  déterminent  encore  une  seule  ligne  droite.  On  peut 
encore,  par  suite,  mesurer  la  distance  suivant  une  ligne  droite 
unique,  excepté  dans  les  cas  limites;  et  dans  ces  cas,  on  peut 
prendre  un  point  quelconque  intermédiaire  entre  les  deux  anti- 
podes, le  joindre  par  une  mcnic  ligne  droite  aux  deux  anti- 
podes, et  mesurer  sa  distance  aux  deux  antipodes  de  la  manière 
usuelle.  La  somme  de  ces  distances  donnera  alors  une  valeur 
unique  pour  la  distance  des  deux  antipodes. 

Ainsi,  même  dans  l'espace  sphérique,  on  tire  un  grand 
secours  de  l'axiome  de  la  ligne  droite  :  toutes  les  mesures 
linéaires  s'effectuent  par  son  moyen,  et  grâce  à  lui  les  cas  excep- 
tionnels peuvent  être  traités  par  la  méthode  usuelle  des  limites. 
L'espace  sphérique  n'est  donc  pas  aussi  contraire  qu'il  paraissait 
d'abord  à  la  nécessité  a  priori  de  l'axiome.  Néanmoins  nous 
n'avons  pas  encore  attaqué  le  nœud  de  l'objection  que  suscite 
l'espace  sphérique.  C'est  ce  que  nous  devons  faire  à  présent. 

170.  Il  convient  de  rappeler  que,  en  prouvant  a  priori  que 
deux  points  doivent  avoir  une  relation  définie,  nous  avons  tenu 
pour  impossible  que  ces  deux  points  eussent,  avec  le  reste  de 
Tespace,  une  relation  qui  resterait  inaltérée  par  le  mouvement. 
Or  dans  l'espace  sphérique,  dans  le  cas  particulier  où  les  deux 
points  sont  antipodes,  ils  ont  avec  le  reste  de  l'espace  une  rela- 
tion que  n'altère  pas  le  mouvement,  à  savoir  cette  relation  que 
leur  distance  est  la  moitié  de  la  circonférence  de  l'univers. 
Dans  notre  discussion  antérieure,  nous  avons  supposé  que  toute 
relation  avec  l'espace  extérieur  ne  peut  être  qu'une  relation  de 
position,  et  une  relation  de  position  est  nécessairement  altérée 
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par  le  mouvement.  Mais  dans  un  espace  fini,  où  Ton  a  une 
grandeur  absolue,  une  autre  relation  devient  possible,  à  savoir 
une  relation  de  grandeur.  Par  suite,  des  points  antipodes, 
comme  des  points  coïncidents,  ne  déterminent  plus  une  ligne 
droite  unique.  Et  il  est  instructif  d'observer  qu'il  y  a,  en  consé- 
quence, dans  l'expression  de  la  dislance,  une  and)iguïté  ana- 
logue à   randjiguïté  ordinaire    dans    la    mesun;    des    angles. 

Si  T^  est  la  constante  spatiale,  et  d  une  valeur  de  la  distance  de 

deux  points,  ir.kn  ±  d^  où  fi  est  un  nombre  entier  (pielcon(jue, 
est  une  valeur  également  acceptable.  En  un  mot,  la  distance 
est  une  fonction  périodique,  comme  l'angle.  Ainsi  un  tel  état 
de  clioses  confirme  plutôt  qu'il  ne  détruit  ma  tbèse,  à  savoir 
que  la  distance  dépend  d'une  courbe  déterminée  d'une  manière 
unique  par  deux  points.  Car  dès  qu'on  abandonne  cette  déter- 
mination univoque,  on  voit  les  ambiguïtés  s'introduire  dans 
notre  expression  de  la  distance.  La  distance  a  encore  un  sys- 
tème de  valeurs  discontinues,  correspondant  au  fait  qu'un  j)oint 
donné  détermine  d'une  manière  unique  la  droite  qui  le  joint 
à  tout  autre  point,  sauf  un,  son  antipode.  On  est  tenté  daller 
plus  loin,  et  de  dire  :  Si  par  chaque  couple  de  points  il  passait 
un  nombre  infini  de  courbes  servant  à  mesurer  la  distance,  la 
distance  pourrait,  pour  le  même  couple  de  points,  prendre,  non 
seulement  une  série  discontinue,  mais  une  série  infinie  conti- 
nue de  valeurs. 

171.  Mais  cela  est  de  la  spéculation  pure.  J'arrive  mainte- 
nant à  la  pièce  de  résistance  (')  de  mon  raisonnement.  L'am- 
biguïté dans  l'espace  spbérique  provenait,  nous  l'avons  vu, 
d'une  relation  de  grandeur  nxcc  le  reste  de  l'espace,  parce  (jue 
cette  relation  n'est  pas  altérée  par  un  mouvement  des  deux 
points  et,  par  suite,  échappe  à  notre  raisonnement  préparatoire. 
Mais  qu'est-ce  que  cette  relation  de  grandeur?  Simplement  un 
rapport  de  la  distance  des  deux  points  à  une  distance  domiée 
dans  la  nature  de  l'espace  en  (juestion.  Il  s'ensuit  (ju'une  telle 


(«)  En  français  dans  le  lexle.  {Note  du  traducteur.) 
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relation  présuppose  une  mesure  de  la  distance,  et  ne  doit  pas, 
par  conséquent,  entrer  en  considération  dans  un  raisonnement 
(jui  traite  des  conditions  a  priori  de  la  possibilité  de  distances 
définies  ('). 

172.  J'ai  montré  d'une  manière  concluante,  j'espère,  que  l'es- 
pace spliérique  ne  fournit  aucune  objection  à  l'apriorité  de 
mon  axiome.  Deux  points  quelconques  ont  une  relation,  leur 
distance,  qui  est  indépendante  du  reste  de  l'espace,  et  cette 
relation  exige,  pour  la  mesurer,  une  courbe  déterminée  d'une 
manière  unique  par  ces  deux  points.  J'aurais  pu  prendre  le 
taureau  par  les  cornes,  et  dire  :  Deux  points  ne  peuvent  avoir 
aucune  autre  relation  que  celle  qui  est  fournie  par  les  lignes 
qui  les  joignent,  et  par  conséquent,  s'ils  ont  une  relation  indé- 
pendante du  reste  de  l'espace,  il  faut  qu'il  y  ait  une  ligne  qui 
les  joigne  et  qu'ils  déterminent  complètement.  Ainsi  James 

,lilC'): 

«  Tout  de  même  que,  dans  le  domaine  de  la  grandeur,  le  rap- 
port entre  deux  nombres  est  un  autre  nombre,  de  même  dans 
le  domaine  de  l'espace  les  rapports  sont  des  faits  du  même 
ordre  que  les  faits  cpi'ils  mettent  en  relation. . . .  Quand  nous 
parlons  du  rapport  de  direction  de  deux  points  l'un  à  l'égard 
de  l'autre,  nous  entendons  simplement  la  sensation  de  la  ligne 
qui  joint  ces  deux  points.  La  ligne  est  celle  relation ... .  La 
relation  de  position  entre  les  points  extrêmes  d'une  ligne  verti- 
cale est  cette  ligne,  et  rien  d'autre.  » 

Si  j'avais  voulu  invoquer  cette  théorie  dès  le  commencement^ 
j'aurais  pu  éluder  toute  discussion.  Dans  ce  cas,  une  relation 
unique  entre  deux  points  implique  nécessairement  une  ligne 
uni({iie  (|ui  les  joigne.  Mais  il  m'a  paru  préférable  de  me  passer 


(')  Ni  clans  un  raisonnement  qui,  comme  ceux  de  la  Géométrie  projcctive, 
exclut  tout  à  fait  la  notion  de  grandeur  ou  de  distance.  Il  s'ensuit  que  les 
propositions  de  la  Géométrie  projective  s'appliquent  sans  réserve  à  l'espace 
spliérique,  puisque  l'exception  à  l'axiome  de  la  ligne  droite  repose  seulement 
sur  un  fondement  métrique. 

{'^)  Psyclwlogy,  t.  H,  p.  i49-i5o. 
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d'une  théorie  qui  n'est  pas  universellement  acceptée,  d'autant 
plus  que  j'abordais  la  (juestion  du  côté  lojj^iquo,  et  non  du  coté 
psychologi(|ue,  Toul<'lois,  après  avoir  écarté  ces  ol»i<'clions,  il 
est  intéressant  de  trouver  celle  conlirination  de  la  théorie  pré- 
cédente, en  partant  d'un  point  de  vue  si  dilïërent.  Kn  fait,  on 
peut  prouver,  je  crois,  (pie  la  docliine  do  .lames  cxprinn'  une 
nécessité  lo<j;ique,  aussi  l)ieu  (pi'un  fait  psvchol()^M(pie.  Car 
quelle  espèce  de  chose  peut  être  une  relation  spatiale  entre 
deux  points  dislincls?  Klle  est  nécessairement  quelque  chose  de 
spatial,  et,  puiscpie  les  points  sont  entièrement  constitués  par 
leurs  relations,  qiiehpie  chose  d'au  moins  aussi  réel  et  lan<;;il)le 
que  les  j)oints  (prelle  relie.  Il  semble  qu'il  n'y  ait  rien  qui 
puisse  satisfaire  ces  exigences,  si  ce  n'est  une  ligne  qui  les 
joint.  Par  suite,  encore  une  fois,  une  relation  unicpie  impiicpie 
nécessairement  une  ligne  unique.  C/est-à-dire  (jue  la  grandeur 
linéaire  serait  logiquement  inq^ossible,  si  l'espace  n'admettait 
pas  des  courbes  déterminées  d'une  manière  unique  par  deux 
quelconques  de  leurs  points. 

173.  3*^  Mais,  de  plus,  l'existence  de  courbes  déterminées 
d'une  manière  unique  par  deux  points  peut  se  déduire  de  la 
nature  d'une  forme  d'extériorité  (').  Nous  avons  vu,  en  eflet, 
en  étudiant  la  Libre  Mobilité,  que  cet  axiome,  ainsi  cpie  l'homo- 
généité et  la  relativité  de  la  position,  peut  se  déduire  de  cette 
manière,  et,  au  commencement  de  notre  discussion  sur  la  dis- 
lance, que  l'existence  d'une  relation  uni(pie  entre  deux  points 
peut  se  déduire  de  riiomogénéité  de  l'espace.  Fuiscpie  la  posi- 
tion est  relative,  pouvons-nous  dire,  deux  points  (piclconcjues 
doivent  avoir  quelque  relation  entre  eux  :  puiscpie  notre  forme 
d'extériorité  est  homogène,  cette  relation  peut  rester  invariable 
pendant  que  les  deux  points  se  déplacent  dans  la  forme,  c'est-à- 
dire  pendant  qu'ils  changent  de  relation  avec  les  autres  points; 
par  suite,  leur  relation  mutuelle  est  une  relation  intrinsècpie, 


(')  Celle  élape  «Je  l'argnmcnialion  sera  1res  brièvement  Iraitée,  parce 
qu'elle  esl  une  simple  répélilion  de  l'argumenl  correspondant  dans  la  sec- 
lion  A,  el  qu'elle  n'est  insérée  ici  que  pour  rendre  notre  exposé  logiquement 
complet.  Voir  §  137  et  suiv. 
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indépendante  de  leurs  relations  avec  d'autres  points.  Mais, 
puisque  notre  forme  est  purement  un  complexe  de  relations, 
une  relation  d'extériorité  doit  apparaître  dans  cette  forme  avec 
la  môme  évidence  que  tout  autre  élément  de  la  forme;  donc,  si 
la  forme  est  intuitive  ou  sensible,  la  relation  doit  être  immédia- 
tement représentée,  et  non  une  pure  inférence.  Par  conséquent, 
la  relation  intrinsèque  entre  deux  points  doit  être  une  figure 
unique  dans  notre  forme,  c'est-à-dire,  en  termes  spatiaux,  la 
ligne  droite  qui  joint  les  deux  points. 

174.  4"  Enfin,  nous  avons  à  prouver  que,  lorsqu'on  applique 
la  grandeur  à  la  relation  entre  deux  points,  l'existence  d'une 
telle  courbe  donne  nécessairement  lieu  à  une  grandeur  unique, 
que  ces  deux  points  déterminent  complètement.  Avec  celte 
thèse,  nous  serons  ramené  à  la  distance  dont  nous  sommes 
parti,  et  nous  achèverons  le  cercle  de  notre  démonstration. 

Nous  avons  vu  (section  A,  §  119)  que  la  figure  formée  par 
deux  points  est  projectivement  indiscernable  de  celle  que 
forment  deux  autres  points  quelconques  de  la  même  ligne 
droite;  dans  les  deux  cas,  la  figure  est  simplement,  au  point  de 
vue  projcctif,  la  ligne  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  deux 
points.  I^a  différence  de  relation,  dans  ces  deux  cas,  n'est  pas 
qualitative,  puisque  la  Géométrie  projective  ne  peut  pas  la  con- 
naître; néanmoins,  il  y  a  une  certaine  difTérence  de  relation. 
Par  exenqDle,  si  l'un  des  points  reste  fixe,  tandis  que  l'autre  se 
déplace,  il  y  a  évidemment  quelque  changement  de  relation. 
Or,  puisque  toutes  les  parties  de  la  ligne  droite  sont  qualitati- 
vement semblables,  ce  changement  ne  peut  être  qu'un  change- 
ment de  grandeur.  Si  donc  deux  points  déterminent  une  figure 
unique,  il  faut,  pour  les  distinguer  des  divers  autres  points  de 
cette  figure,  qu'il  existe  une  relation  quantitative  unique  entre 
les  deux  points  déterminants,  et  par  suite,  puisque  ces  points 
sont  arbitraires,  entre  deux  points  seulement.  Cette  relation  est 
la  distance,  par  où  notre  raisonnement  a  commencé  et  où  il 
revient  finalement. 

175.  Pour  nous  résumer:  si  les  points  sont  définis  simple- 
ment par  leurs  relations  avec  d'autres  points,  c'est-à  dire,  si 
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toute  position  est  relative,  chaque  point  doit  moir  avec 
chaque  autre  point  une,  et  une  seule,  relation  indépendante 
du  reste  de  l'espace.  Cette  relation  est  la  distance  des  deux 
points.  Or  une  relation  entre  deux  points  ne  peut  être  définie 
•que  par  une  ligne  qui  les  joint;  bien  plus,  on  peut  soutenir  que 
cette  relation  ne  peut  être  qu'une  ligne  qui  l«^s  joint.  lue 
relation  unique  implique  donc  une  ligne  unicjue,  c'est-à-dire 
une  ligne  déterminée  par  deux  quelconques  de  ses  points.  Ce 
n'est  que  dans  un  espace  qui  admet  une  telle  ligne  que  la  gran- 
deur linéaire  est  une  notion  logicpicmonl  possible.  Mais  une 
fois  que  Ton  a  établi  la  possibilité,  en  p^énéral,  de  tracer  de 
telles  lignes,  et  par  suite  de  mesurer  les  grandeurs  linéaires, 
on  peut  trouver  qu'une  certaine  grandeur  a  un  rapport  parti- 
culier à  la  constitution  de  l'espace.  Il  peut  se  faire  que  la  ligne 
droite  ail  une  longueur  finie,  et,  dans  ce  cas,  sa  longueur  four- 
nira une  certaine  grandeur  particulière,  la  constante  spatiale. 
Deux  points  antipodes,  c'est-à-dire  des  points  qui  coupent  en 
deux  la  ligne  droite  entière,  auront  alors  une  relation  de  gran- 
deur qui,  bien  que  non  altérée  par  le  mouvement,  est  particu- 
larisée par  une  certaine  relation  constante  avec  le  reste  de  Tes- 
pace.  Cette  particularité  présuppose  la  mesure  des  grandeurs 
linéaires  en  général,  et  ne  peut,  par  conséquent,  ruiner  l'aprio- 
rité  de  l'axiome  de  la  ligne  droite.  Mais  elle  ruine,  pour  les 
points  qui  possèdent  cette  propriété  particulière  d'être  les  anti- 
podes l'un  de  l'autre,  l'argument  (pii  prouve  que  la  relation 
entre  deux  points  ne  peut  avoir  aucune  référence  au  reste  de 
l'espace,  attendu  qu'elle  reste  invariable  dans  le  mouvement. 
On  comprend  ainsi  que,  pour  ces  j)oints  spéciaux,  l'axiome 
tombe  en  défaut,  et  c|u'il  puisse  y  avoir  entre  eux  un  nombre 
infini  de  lignes  droites;  mais  si  nous  n'avions  pas  commencé 
par  admettre  la  validité  générale  de  l'axiome,  nous  n'aurions 
jamais  pu  atteindre  une  position  d'où  les  points  antipodes 
pussent  être  reconnus  comme  des  points  particuliers,  ni  même 
une  position  qui  nous  permît  de  donner  une  définition  (pianti- 
tative  quelconque  de  points  particuliers. 

Ainsi  la   distance  et  la  ligne  droite,  en  tant  cpie  relations 
•déterminées  d'une  manière  unique  par  deux  points,  sont  néces- 
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s'dives  a  pj^io ri  à  la  Géométrie  métrique.  Mais,  de  plus,  ce  sont 
des  propriétés  qui  appartiennent  nécessairement  à  toute  forme 
d'extériorité.  Puisque  leur  nécessité  pour  la  Géométrie  a  été 
déduite  de  l'homogénéité  et  de  la  relativité  de  la  position,  et 
puisque  celles-ci  sont  des  propriétés  nécessaires  de  toute  forme 
d'extériorité,  le  même  raisonnement  prouve  les  deux  conclu- 
sions. Nous  obtenons  ainsi,  comme  dans  le  cas  de  la  IJbre 
Mobilité,  une  double  apriorité  :  l'axiome  de  la  Distance  et  son 
corollaire,  l'axiome  de  la  Ligne  Droite,  sont,  d'une  part,  pré- 
supposés par  la  possibilité  de  la  grandeur  spatiale,  et  ne 
peuvent,  par  suite,  être  contredits  par  aucune  expérience 
résultant  de  la  mesure  de  l'espace;  et  d'autre  part,  ils  sont  des 
conséquences  de  propriétés  nécessaires  de  toute  forme  d'exté- 
riorité destinée  à  rendre  possible  l'expérience  d'un  monde 
extérieur. 

176.  A  propos  de  la  ligne  droite,  il  convient  de  rechercher 
les  conditions  d'un  système  de  coordonnées  métriques.  Le  sys- 
tème des  coordonnées  projectives,  on  l'a  vu,  sert  seulement  de 
nomenclature  commode  pour  les  dilTérents  points,  et  peut  être 
établi  sans  introduire  la  notion  de  grandeur  spatiale.  Mais  un 
système  de  coordonnées  métriques  a  une  tout  autre  portée.  Il 
définit  chaque  point  quantitativement  par  ses  relations  spatiales 
quantitatives  avec  une  certaine  fi^^ure  coordonnée.  Lorsque  le 
système  des  cordonnées  est  métrique,  chaque  coordonnée 
représente  une  grandeur  spatiale  qui  est  elle-même  une  relation 
du  point  défini  avec  quelque  autre  point  ou  figure  ;  et  c'est  alors 
seulement  que  les  opérations  effectuées  sur  les  coordonnées  peu- 
vent aboutir  à  un  résultat  métrique.  Lorsque,  comme  en  Géo- 
métrie projective,  les  coordonnées  ne  sont  pas  des  grandeurs 
spatiales,  aucune  somme  de  transformations  ne  peut  donner  un 
résultat  métrique.  Je  veux  prouver  maintenant  qu'un  système  de 
coordonnées  métriques  implique  nécessairement  la  ligne  droite, 
et  ne  peut,  sans  paralogisme,  être  établi  sur  aucune  autre 
base.  Le  système  des  coordonnées  projectives,  on  l'a  vu,  est 
entièrement  fondé  sur  la  ligne  droite;  mais  le  système  des 
coordonnées  métriques  est  plus  important,  parce  que  ses  quan- 
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lltés  incarnent  des  infoiinalloiis  réelles  toiieliant  les  ^n-andeurs 
spatiales,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  en  (iéoniéirie  projectiv»-. 

En  premier  lieu,  les  coordonnées  niélri(pies  d'un  point  eu 
constituent  une  délinition  (juantitative  coniplèle;  or  un  j)oint 
ne  peut  être  défini,  on  Ta  vu,  cpieparses  relations  avec  d'autres 
points,  et  ces  relations  ne  peuvent  être  délinies  (pi'au  moyen  do 
la  li^aie  droite.  Consé(iuemnient,  tout  système  de  coordonnées 
métriques  doit  impli(|uer  la  lij^ne  droite  comme  base  de  ses 
délinilions  de  points. 

Toutefois,  cet  argument  a  p/'iori,  bien  que  je  le  croie  abso- 
lument valable,  ne  paraît  pas  capa!)le  de  convaincre  une  per- 
sonne persuadée  du  contraire.  Nous  allons  donc  examiner  en 
détail  les  systèmes  de  coordonnées  métricpies,  et  montrer,  dans 
chaque  cas,  qu'ils  dépendent  de  la  ligne  droite. 

Nous  avons  déjà  vu  que  la  notion  de  distance  est  inq)Ossible 
sans  la  ligne  droite.  Nous  ne  pouvons  donc  définir  nos  coor- 
données d'aucune  des  manières  ordinaires,  comme  distances 
mesurées  à  partir  de  trois  plans,  lignes,  points,  sphères  ou 
d'autres  figures.  Les  coordonnées  polaires  sont  inadmissibles, 
puisque,  si  l'on  renonce  à  la  rectitude  du  rayon  vecteur,  la 
longueur  du  rayon  vecteur  n'a  plus  de  sens.  Les  cooi-données 
triangulaires  impliquent  non  seulement  des  angles  cpii  doivent, 
à  la  limite,  être  rectilignes,  mais  des  lignes  droites,  ou  tout  au 
moins  certaines  courbes  bien  définies.  Or  des  courbes  ne  peuvent 
être  définies  métriquement  que  de  deuv  manières  :  ou  bien  par 
rapport  à  la  ligne  droite,  comme,  |)ar  exemple,  par  leur  cour- 
bure en  chaque  point;  ou  bien  par  des  écpiations  |)urement 
analytiques,  (jui  présupposent  un  système  intelligible  de  coor- 
données métriques.  Quelles  sont  les  méthodes  (|ui  nous  restent 
pour  assigner  ces  valeurs  arbitraires  aux  difléients  points? 
Bien  plus,  comment  pourrions-nous  obtenir  une  éNaluation 
quelconque  de  la  dillerence  (pour  éviter  la  notion  plus  spéciale 
de  distance)  entre  deux  points?  La  notion  mêi'ne  du  point 
devient  illusoire.  Lorscjuon  a  un  système  de  coordonnées, 
on  peut  définir  un  point  par  ses  trois  cooidonnées;  en  l'ab- 
sence d'un  tel  système,  on  peut  définir  la  notion  du  point 
en  général  comme  l'intersection  de  trois  surfaces  ou  de  deux 
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courbes.  On  prend  ici  les  surfaces  et  les  courbes  comme  des 
notions  évidentes  par  intuition,  mais  si  l'on  veut  s'en  servir 
pour  une  définition  numérique  précise  de  points  particuliers, 
il  faut  spécifier  l'espèce  de  surface  ou  de  courbe  qu'on  doit  em- 
ployer. Or,  cela  n'est  possible,  on  l'a  vu,  qu'en  présupposant 
soit  la  W^WQ  droite,  soit  un  système  de  coordonnées.  Il  s'ensuit 
que  tout  système  de  coordonnées  présuppose  la  li^nc  droite,  et 
est  logiquement  impossible  sans  elle. 

177.   Les  trois  axiomes  précédents,  nous  l'avons  vu,  sont 
nécessaires  a  priori  à  la  Géométrie  métrique.  Aucun  autre  ne 
peut  être  nécessaire,  puisque  des  systèmes  métriques,  logique- 
ment aussi  inattaquables  que  celui  d'Euclide,  et  portant  sur  des 
espaces  également  homogènes  et  également  relatifs,   ont  été 
construits   par  les  Métagéomètres   sans  l'aide  d'aucun  autre 
axiome.    Les   autres  axiomes    de    la    Géométrie    euclidienne 
(l'axiome  des  parallèles,  l'axiome  qui  fixe  à  trois  le  nombre  de 
dimensions,  et  l'axiome  de  la  ligne  droite  sous  la  forme  d'Eu- 
clide :  deux  lignes  droites  ne  peuvent  pas  enfermer  un  espace) 
ne  sont  pas  essentiels  à  la  possibilité  de  la  Géométrie  métrique, 
c'est-à-dire  ne  peuvent  pas  se  déduire  du  fait  qu'une  science  des 
grandeurs  spatiales  est  possible.  On  doit  plutôt  y  voir  des  lois 
empiriques  obtenues,  comme  les  lois  empiriques  des  autres 
sciences,  par  Tétude  positive  de  l'objet  donné,  qui  est,  dans  ce 
cas,  l'espace  de  notre  expérience. 

178.  En  résumant  l'argument  caractéristique  de  cette  sec- 
tion, nous  pouvons  lui  donner  une  forme  plus  générale,  et 
reclicrchcr  les  conditions  de  la  mesure  dans  une  multiplicité 
continue,  c'est-à-dire  les  qualités  nécessaires  à  cette  multipli- 
cité pour  que  les  grandeurs  y  soient  déterminables,  non  seule- 
ment dans  leur  inégalité,  mais  dans  leurs  rapports  précis. 

La  mesure,  pouvons-nous  dire,  est  l'application  du  nombre 
au  continu,  ou,  si  l'on  aime  mieux,  la  transformation  de  la 
grandeur  pure  en  nombre  d'unités.  En  employant  grandeur 
pour  indiquer  le  vague  plus  ou  moins,  et  quantité  pour  indi- 
quer le  nombre  précis  d'unités,  le  problème  de  la  mesure  peut 
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se  définir  comme  la  transformation  de  la  {grandeur  en  quantité. 
Or,   pour   commencer,    un    nombre  est  un    tout    composé 
d'unités  plus  petites,   toutes  ces  unités  étant  cpialitalivement 
semblables.  Donc,  pour  qu'une  grandeur  continue  puisse  être 
exprimée  comme  nombre,  il  faut,  d'une  part,  qu'elle  soit  elle- 
même  un  tout,  et,  d'autre  part,  (pfelle  soit  divisil)leen  parties 
qualitativement  semblables.    Considérée   comme   un   tout,  la 
grandeur  est  intensive;  considérée  comme  un  agrégat  de  par- 
ties, elle  est  exleiisive.  Une  grandeur  purement  intensive  ne 
peut  donc  pas  être  nombrée  ;  une  grandeur  purement  extensive, 
si  Ton  peut  imaginer  une  telle  grandeur,  ne  serait  pas  du  tout 
une  grandeur  simple,  puisqu'elle  devrait  consister  en  éléments 
complètement  dépourvus  de  syntlièse.  Une  grandeur  mesurable 
est   donc   un   tout  divisible  en  parties  semi)lables.  Mais,  dès 
({u'une  grandeur  continue  est  divisible,  elle  est  nécessairement 
divisible  à  V infini.  Car  autrement  les  points  où  elle  pourrait 
être  divisée  formeraient  des  barrières  naturelles,  et  détruiraient 
ainsi  sa  continuité.  Bien  plus,  il  ne  suffit  pas  qu'il  y  ait  une 
possibilité    de    division    en    parties  extérieures  les  unes  aux 
autres;  si  les  parties,  pour  être  perceptibles  comme  parties, 
doivent  être  extérieures  les  unes  aux  autres,  il  faut  aussi,  pour 
qu'elles  puissent  être  connues  comme  parties  claies,  qu'on  ait 
une  métliode  pour  surmonter  leur  mutuelle  extériorité.  Pour 
cela,  nous  l'avons  vu,  on  a  besoin  de  la  superposition,  qui  im- 
plique la  libre  mobilité  et  l'bomogénéité  :  l'absence  de  libre  mo- 
bilité dans  le  temps,  où  toutes  les  autres  conditions  de  la  mesure 
sont  remplies,  rend,  en  efTet  impossible  la  mesure  directe  du 
temps.  Ainsi  la  divisibilité  à  l'infini,  la  libre  mobilité  et  l'bomo- 
généité sont  nécessaires  pour  la  possibilité  de  la  mesure  dans 
n'importe  quelle  multiplicité  continue,  et,  comme  on  l'a  vu,  elles 
équivalent  à  nos  trois  axiomes.  Ces  axiomes  sont  donc  néces- 
saires, non  seulement  pour  la  mesure  spatiale,  mais  pour  toute 
mesure.  La  seule  multi|)licilé  donnée  dans  l'expérience  où  ces 
conditions  soient  satisfaites  est  l'espace.  Toute  autre  mesure 
exacte  (comme  on  pourrait  le  prouver,  je  crois,  pour  cbaque 
cas  particulier)  s'effectue,   comme  on  l'a  vu  dans  le  cas  du 
temps,  par  réduction  à  un  corrélatif  spatial.   Cela  explicjue 


224  CHAPITRE   III.    —   LES   AX  OMES  DE   LA   GÉOMÉTRIE   MÉTRIQUE. 

rimportance  énorme,  pour  la  science  exacte,  de  la  conception 
mécaniste  de  la  nature,  qui  réduit  tous  les  phénomènes  à  des 
mouvements  dans  le  temps  et  dans  l'espace.  Car  le  nombre  est, 
de  tous  les  concepts,  celui  sur  lequel  il  est  le  plus  facile  d'opé- 
rer, et  la  science  cherche  partout  une  occasion  de  rappli(|uer, 
mais  elle  ne  trouve  cette  occasion  qu'au  moyen  des  équivalents 
spatiaux  des  phénomènes  (' ). 

179.  Nous  savons  maintenant  en  quoi  consiste  l'élément  a 
priori  de  la  Géométrie.  Cet  élément  a  priori  consiste  dans 
les  axiomes  communs  aux  espaces  euclidien  et  non-euclidiens, 
c'est-à-dire  ceux  qu'on  peut  déduire  de  l'idée  d'une  forme 
d'extériorité,  ou,  en  Géométrie  métrique,  ceux  que  postule 
la  possibilité  de  la  mesure.  Il  reste  à  discuter,  dans  un  dernier 
Chapitre,  ([uelques  questions  d'un  caractère  philosophique 
plus  général,  où  nous  devrons  abandonner  le  terrain  solide  des 
Mathéinali([ues  et  entrer  dans  des  spéculations  que  je  n'avance 
qu'à  titre  d'essai,  et  avec  peu  de  confiance  dans  leur  valeur  défi- 
nitive. Les  principales  questions  de  ce  dernier  Chapitre  seront 
les  deux  suivantes  :  i°  Comment  une  telle  nécessité  a  priori  et 
purement  logique  est-elle  possible,  en  tant  qu'elle  est  appliquée 
à  un  objet  actuellement  donné  comme  l'espace?  2"  Comment 
peut-on  écarter  les  contradictions  qui  nous  ont  obsédé  dans  ce 
Chapitre,  et  qui  naissent  de  la  relativité,  de  la  divisibilité  et  de 
l'extension  illimitée  de  l'espace  ?  Ces  deux  (|uestioiis  nous  sont 
imposées  par  le  présent  Chapitre,  mais,  comme  elles  soulèvent 
quelques-uns  des  problèmes  fondamentaux  de  la  Philosophie, 
il  serait  téméraire  d'attendre  une  réponse  concluante  ou  entiè- 
rement satisfaisante.  On  peut  espérer  quelques  indications  et 
suggestions,  mais  une  solution  complète  ne  peut  être  fournie 
que  par  une  Philoso})hie  complète,  dont  les  aperçus  sont  bien 
trop  vagues  pour  inspirer  une  grande  confiance. 


(')  Cf.  llANNEyiiN,  Essai  critique  sur  l'hypotJièse  des  atomes,  passim. 
l'aris,  iMasson  cl  Alcan,  iSyj. 
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180.   Dans  !«'  présent  Chapitre,  nous  avons  à  discuter  deux 
questions  (pii,  bien  que  n'ayant  g^uère   un    caractère  ji^éomé- 
trique,  ont  une  importance  capitale  pour  la  théorie  de  la  Géo- 
métrie proposée  ci-dessus.   I^a  [)remiére  de  ces  questions  est 
celle-ci  :  (^)uel  rapport  une  démonstration  purement  loj^icpie  et 
déduclive,  comme  celle  qu'on  a  tirée  de  la  nature  d'une  forme 
d'extériorité,   peut-elle  avoir  avec   un   objet  d'expérience   tel 
que  l'espace?  Vous   avez  simplement  créé,  peut-on  dire,  un 
concept  général  qui  contient  l'espace  comme  espèce  particu- 
lière, et  vous  avez  alors  montré,  ce  qui  était  évident  d'avance, 
que  ce  concept  général  possède  (juelques-uns  des  attributs  de 
l'espace.  Mais  quelle  raison  cela  vous  donne-t-il  pour  regarder 
ces  attributs  comme  a  priori?  Le  concept  mammifère  possède 
(pieU[ues-uns  des  attributs  du  cheval;  mais  ces  attributs  sont- 
ils  pour  cela  des  attributs  a  priori  du  cheval?  La  réponse  à 
cette  objection  naturelle  est  si  difficile,  et  elle  implique  tant  de 
données  de  philosophie  générale,  que  je  l'ai  réservée  pour  le 
(Chapitre  final,  afin  de  ne  pas  interronq)re  le  raisonnement  sur 
les  sujets  spécialement  géométriques. 

181.  J'ai  déjà  indi(pié,  en  termes  généraux,  la  raison  (ju'on 
a  de  regarder  comme  a  priori  les  propriétés  de  toute  forme 
d'extériorité.  Cette  raison  est  transcendantale,  c'est-à-dire  doit 
être  tirée  des  conditions  requises  pour  la  possibilité  de  l'expé- 
rience. La  forme  d'extériorité  est,  comme  les  multiplicités  de 
Ricmann,  un  concept  général  de  classe,  (pii  conqirend  le  temps 
aussi  bien  que  les  espaces  euclidien  et  non-euclidiens.  Toute- 
fois, il  n'est  pas  motivé,  comme  les  multiplicités,  par  une  res- 
semblance quantilative  avec  l'espace,  mais  par  le  fait  qu'il 
R.  'j 
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remplit  (s'il  a  plus  d'une  dimension)  toutes  les  fonctions  que 
remplit  l'espace  dans  notre  monde  actuel.  Mais,  pour  cela,  il 
faut  (pleine  forme  d'extériorité  soit,  non  un  pur  concept,  mais 
une  intuition  dont  on  ait  rexpériencc  actuelle.  Par  suite,  le 
concept  d'une  telle  forme  est  le  concept  général,  sous  lequel 
renti'c  toute  intuition  logiquement  possible  qui  peut  renq^lir 
la  fonction  actuellement  remplie  par  l'espace.  Et  cette  fonction 
est  de  rendre  possible  l'expérience  de  choses  diverses,  mais 
en  relation  réciproque.  iJne  telle  forme,  dont  le  concept  est 
compris  sous  notre  forme  d'extériorité,  est  donc  nécessaire  a 
priori  à  la  peiception  sensible  pour  que  nous  ayons  l'expé- 
rience d'une  diversité  en  corrélation,  et,  sans  l'expérience  de 
cette  forme,  nous  ne  pourrions  avoir  aucune  expérience,  comme 
le  montre  la  Logique  moderne.  Cela  laisse  encore  intacte  la 
question  du  rajjport  de  Va  priori  au  subjectif  :  la  forme  d'ex- 
tériorité est  nécessaire  à  re\'[)ériencc,  mais  ce  n'est  pas  une 
raison  suffisante  pour  la  déclaier  purement  subjective. 

\  oilà  l'esquisse  de  l'argumentation  qui  remplira  la  première 
moitié  de  ce  Chapitre;  c'est  ainsi  qu'on  justifiera  l'opinion  (|ui 
regarde  comme  a  priori  ceux  des  axiomes  de  la  Géométrie 
qu'on  a  déduits  ci-dessus  du  concept  d'une  forme  d'extériorité. 
C'est  que  ces  axiomes,  et  ceux-là  seuls,  sont  nécessairement 
vrais  de  tout  univers  où  l'expérience  est  possible  f  '  ). 

182.  L'opinion  indiquée  a  évidemment  beaucoup  de  rap- 
port avec  la  thèse  de  l'Esthétique  transcendantale.  I']n  fait, 
on  peut  l'obtenir,  je  crois,  tout  entière  en  limitant  et  en  inter- 
prétant d'une  certaine  manière  les  arguments  classiques  de 
Kant.  Mais  comme  elle  diffère,  sur  plusieurs  points  impor- 
tants, des  conclusions  auxquelles  tendait  Kant,  et  que  la  res- 
semblance peut  aisément  paraître  plus  grande  qu'elle  n'est,  je 
commencerai  par  une  brève  comparaison  des  deux  thèses,  et 
j'essaierai,  en  me  référant  à  des  critiques  autorisées,  d'établir 
que  j'ai  raison  de  me  séparer  de  lui. 


(')  Comparer   avec    les    paragraphes    suivants    l'admirable    discussion    de 
M.  HoBHOLSE  dans  sa  Theory  of  knowledge,   Partie  I,  Chap.  II.  Methuen; 

iSgf). 
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183.  Kn  premier  lieu,  réléinent  psycliolojjiqiie  lient  beau- 
coup plus  (le  place  clans  la  thèse  île  Kanl  (jue  dans  la  mienne. 
Je  soutiendiai,  il  esl  vrai,  <ju'uue  foruu'  trextériorité,  pour 
remplir  sou  olliee,  ue  doit  pas  être  uu  pur  concept  ou  une 
pure  inféreuce,  mais  uu  «'lémenl  donné  dans  la  peiceplion  sen- 
sible; non  pas,  sans  doute,  donn«'  ])rimilivenienl  isolé,  mais 
découvrable  par  analvse,  en  poitaut  l'attention  sur  Pobjet 
de  la  [)erception  sensible  (  '  ).  Mais  Kanl  soutenait,  non  seule- 
ment (pje  cet  élément  esl  donné,  mais  encore  (pi'il  rs[  subjectif. 
Pour  lui  Pespace  est,  d'une  [)art,  non  conceptuel,  mais,  craulre 
part,  non  sensible.  Il  ne  fait  pas  partie,  pour  lui,  des  données  des 
sens,  il  leur  esl  ajout<'  par  une  intuition  subjective  ipi'il  re- 
garde comme  antérieure  (non  seulement  lor,qquemeut,  mais 
psycholo«!:i(piement)  aux  objets  contenus  dans  l'espace  (  -  ). 

Cette  partie  de  l'argument  de  Kanl  est,  pour  nous,  com- 
plètement hors  de  cause.  II  ue  nous  importe  j)as  de  savoir  si  la 
forme  d'extériorité  est  donnée  dans  la  sensation  ou  dans  une 
intuition  pure,  puisque  nous  négligeons  la  question  de  la  con- 
nexion de  Va  priori  et  du  subjectif;  d'ailleurs,  la  priorité  tem- 
porelle de  l'espace  sur  les  objets  qu'il  renferme  a  été  géné- 
ralement reconnue  comme  étrangère  à  l'Kpisléniologie,  et  a 
souvent  été  regardée  comme  ne  faisant  pas  partie  de  la  thèse  de 
Kant  (  ^  ).  Si  l'on  appelle  intuitif  tout  ce  qui  est  donné  dans  la 
perception  sensible,  alors  on  peut  soutenir  qu'une  forme  d'ex- 
tériorité est  nécessairement  intuitive;  mais  <pie  ce  soit  une 
intuition  pure,  au  sens  de  Kant,  ou  non,  cela  nous  est  iudilïé- 
rent,  ainsi  (jue  la  priorité  de  l'espace  sur  les  objets  qu'il  ren- 
ferme. 

Qu<'  la  nature  non  sensible  de  l'espace  ne  soit  pas  une  partie 
essentielle  de  la  doctrine  logique  de  Kant,  c'est  ce  (pii  ressort 
d'un  examen  de  ses  arguments.  Dans  son  Introduction,  il  a 
posé  la  distinction  purement  logique  de  la  matière  et  de  la 


(  ')  Je  parle  de  perception  sensible  et  non  de  sensation,  ulin  <!('  ne  pas  pré- 
juger la  solution  de  la  question  louchant  la  nature  sensible  de  l'espace. 
(-)   Totr  Vaihixger,  Commentar,  t.  II,  p.  86-87.  "GS-i;!. 
(/*>    I  o/>  Caird,   Critical  philosophy  of  Kant,  t.  I,  p.   187. 
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foiMiie,  iii.ais,  ail  moment  même  où  il  la  pose,  il  lui  donne  une 
portée  psychologi(jiie.  C'est  ce  qu'il  fait  en  affirmant  que  la 
forme  dans  laquelle  la  matière  des  sensations  se  trouve  rangée 
ne  ])eut  pas  elle-même  être  une  sensation.  Gela  admis,  il  s'en- 
suit naturellement  que  l'espace  ne  peut  pas  être  sensible.  Mais 
c('lt<^  su|)])ositi()u  n'est  nullement  justifiée  par  l'argument,  elle 
est  juanifestement  posée  comme  un  axiome  évident  par  lui- 
même;  elle  a  été  sévèrement  critiquée  par  Stumpf  (')  et 
d'autres  (-),  et  elle  est  considérée  par  Vailiinger  (^)  comme 
une  pétition  de  principe  fatale;  elle  est  d'ailleurs  étrangère  à 
l'argument  logique,  quand  on  dé[)Ouille  cet  argument,  comme 
nous  l'avons  fait,  de  toute  connexion  avec  la  subjectivité  psy- 
chologitpie;  enlin,  elle  nous  laisse  aux  prises  avec  les  théories 
[)sychologiques  de  l'espace,  qui  paraissent,  depuis  quelque 
temps,  assez  peu  favorables  à  la  pure  doctrine  kantienne. 

184.  iNous  avons  par  conséquent  le  droit,  dans  une  recherche 
épistémologique,  de  négliger  la  théorie  psychologique  de  Kant 
(en  tant,  du  moins,  qu'elle  distingue  l'intuition  spatiale  de  la 
sensation),  el  de  faire  plutôt  attention  à  sa  seule  face  logique. 
La  partie  de  sa  théorie  psychologique  qui  soutient  que  l'espace 
n'est  pas  un  pur  concept  est,  avec  certaines  limitations,  suffi- 
samment évidente,  appliquée  à  l'espace  actuel;  mais  poumons 
elle  se  transforme  forcément  en  une  thèse  beaucoup  plus  difii- 
cile  à  soutenir,  à  savoir  qu  aucune  forme  d'extériorité  qui 
rend  possible  Texpérience  d'une  diversité  en  corrélation  ne 
peut  être  purement  conceptuelle.  Cette  question,  à  laquelle 
nous  devrons  revenir  plus  loin,  n'est  plus  psychologique,  elle 
relève  entièrement  de  l'Epistémologie. 

185.  (^ue  reste-t-il  alors  d'essentiel,  pour  notre  objet,  du 
premier  argument  de  Kant  en  faveur  de  l'apriorité  de  l'espace? 
Son  argument,  sous  la  forme  où  il  l'a  énoncé,  porte  sur  l'exté- 
riorisalion  des  sensations.  Pour  que  je  puisse,  dit-il,  rapporter 

('  )   Ursprung^  der  Raunivorstellung,  p.  i2-3o. 

(')    loir  les  références  dans  Vaiiiinger,   Commentar,  t.  II,  p.  76  et  suiv. 

(3)  Commentar,  t.  Il,  p.  71  el  suiv. 
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mes  sensations  à  quelcjuc  clioso  hors  de  moi,  il  fanl  que  j'aie 
déjà  dans  l'osprit  la  l'orme  suhjcelive  de  l'espace.  Sous  celle 
forme,  comme  le  montre  \  aihirj^M'r(  '  ),  rarj^umenl  repose  sur 
une  pétition  de  principe,  car  ce  nesl  i\uo  si  les  sensations 
étaient  nécessairement  non  spatiales  (jue  leur  extériorisation 
exigerait  une  forme  spatiale  sul)jective.  Mais,  au  surplus, 
qu'est-ce  (pu*  l'apriorité  logi(pie  de  resj)ace  a  à  voir  avec  l'ex- 
tériorité des  choses  par  ia|»port  à  nous? 

A  première  vue,  l'espace  pardil  reuq)lir  deux  fonctions  : 
d'une  part,  par  la  pi-ojection  des  sensations  hors  de  nous,  il 
montre  les  choses  comme  extérieun's  au  moi,  et,  «l'autre  part, 
il  montre  les  choses  simultanément  représ«'ut(''es  comme  exté- 
rieures les  unes  aux  autres.  Os  deux  fonctions,  hien  qu'on 
les  considère  souvent  comme  cooidonnées  et  pr<'S(pn'  éupiiva- 
lentes  (  ■  ).  me  paraissent  tout  à  fait  différentes.  Avant  de  dis- 
cuter l'apriorité  de  l'espace,  il  faut,  je  crois,  distinguer  avec 
soin  ces  deux  fonctions,  et  décider  quelle  est  celle  sur  laquelle 
nous  devons  raisomier. 

Or  l'extériorité  par  rapport  au  Moi,  semhle-l-il,  doit  néces- 
sairement soulever  toute  la  «piestion  de  la  nalini'  et  des  limites 
du  Moi,  et,  rpii  plus  est,  elle  ne  peut  pas  dériver  (h;  la  repié- 
sentalion  sj)atiale,  à  moins  d'assignei-  an  Moi  une  jxtsilion  dé- 
linie  dans  l'espace.  Mais  les  choses  n"ac<piièi<'nt  uim*  position 
dans  l'espace  cpie  loi'Sfju'elles  peuvent  a[)paraître  dans  la  per- 
ception sensihie;  si  donc  nous  adoptons  celle  conception  «le  la 
fonction  de  resj)ace,  nous  sonnnes  forcés  de  n'ganh'r  le  Moi 
comme  un  [)hénomène,  ohjel  «h*  la  perception  s«'nsil)le.  Orcehi 
r«'duil  r<'xlériorilé  par  rapport  au  Moi  à  l'extériorité  par  ia|)- 
porl  au  corps.  Mais  le  corps  «'sl  un  ohjel  i«'prés«'nlé  comme 
n'importe  «piel  autre,  et  l'evlériorité  des  ohjels  par  raj)p<Mt  à 
lui  est,  par  suite,  un  cas  |>ai'li(ulier  de  l'extéiiorilé  récipro«pie 
des  choses  re|)résentées.  Par  consécpn'ut,  nous  n«'  jxminous  pas 
regarder  r«'spac<'  comme  f«»urnissanl,  primitivement  «In  moins, 


^'  )   ConiitH-iilnr.  t.  II.  I».  l'xj.   ifi'j. 

(-)   l*ar  fxfiiipic,  (aihi»,  'Y-».  <it..  l.  I.  |>-    '.S<i. 
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rextV'rJorilé  par  rapport  au  Moi,  mais  seulement  l'extériorité 
réciproque  des  choses  représentées  dans  la  perception  sen- 
sible (  ';. 

186.  Telle  est  donc  l'espèce  d'extériorité  que  nous  devons 
attendre  de  l'espace,  et  la  question  qui  s'impose  est  celle-ci  : 
L'existence  de  choses  diverses,  mais  en  relation  mutuelle, 
serait-elle  inconnaissable,  s'il  n'y  avait  pas,  dans  la  perception 
sensible,  quelque  forme  d'extériorité?  Telle  est  la  question  cru- 
ciale, de  laquelle  dépend  l'apriorité  de  notre  forme,  et,  ])ar 
suite,  celle  des  axiomes  nécessaires  de  la  Géométrie. 

187.  L'argument  récipro(pie  du  mien,  celui  qui  conclut  de 
l'élément  temporel-spatial  dans  la  perception  à  l'existence  d'un 
monde  de  choses  diverses,  mais  en  corrélation,  est  développé 
tout  au  long  dans  la  Lo^iique  de  Bradley  (  -).  11  est  résumé  dans 
la  phrase  suivante  :  a  Si  l'espace  et  le  temps  sont  continus, 
et  si  tout  phénomène  doit  occuper  quelque  temps  ou  quelque 
espace  (et  il  n'est  pas  difficile  de  soutenir  ces  deux  thèses), 
nous  pouvons  aussitôt  en  tirer  cette  conclusion,  qu'il  n'existe 
pas  de  pur  particulier.  Tout  phénomène  existera  en  plusieurs 
temps  ou  en  plusieurs  espaces;  et,  en  raison  de  cette  diversité, 
il  sera  lui-même  un  universel  (  ').  »  L'importance  de  ce  fait 
apparaît  quand  on  considère  que,  s'il  existait  un  pur  particu- 
lier quelconque,  tout  jugement  et  tout  raisonnement  portant 
sur  ce  particulier  seraient  impossibles,  puisque  toutjugementel 
tout  raisonnement  s'eflectuent  nécessairement  au  moyen  d'uni- 


('  )  Je  ne  veux,  cepondant  pas  nier  que  l'espace  ne  soit  essentiel  à  la  disline- 
lion  ultérieure  du  Moi  et  du   non-Moi. 

(-)  Cf.  IIanneqvin,  Essai  critique  sur  l'iiypothèse  des  atomes.  Livre  11, 
Chap.  I.  §  IV,  p.  •\~\  :  n  A  la  divisibilité  essentielle  de  l'Espace  nous  devons 
donc  déjà  cette  première  notion  que  les  choses  sont  multiples,  qu'elles  sont  à 
tout  le  moins  varices  et  dixerses,  et  qu'elles  le  sont  au  delà  de  toute  limite 
donnée  ».  Paris,  Masson  et  Alcan,  1893.  {Note  de  .1/.  Couturat.) 

I ')  P.  il,  note.  Voir  aussi  Livre  I,  Gliap.  II,  passim  ;  spécialement  p.  5( 
et  suiv.,    cl   p.  70-71 . 
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versaux.  Or  toute  réalité  est  conslruile  avec  le  Crri  (  '  )  de  la 
représentation  immédiate,  (roù  partent  née«'ssairement  le  juge- 
ment et  le  raisonnement.  Mais,  grâce  à  la  continuité  et  à  la 
relativité  de  l'espace  et  du  temps,  aucun  clénn'nt  ne  peut  être 
regardé  ni  comme  simple,  ni  comme  existant  par-  lui-même. 
Tout  ('k'iiH'nt,  dune  pail,  peut  se  décomposer  en  d'antres 
éléments,  el,  d'autre  j)arl,  se  trouve  nécessairement  eu  relation 
avec  d  autres  choses,  en  dehois  i\o)>  limites  de  l'objet  donné 
dans  la  perception  sensible,  (lelle  fonction  de  l'espace  et  du 
temps  est  présupposée  dans  l'assertion  suivante  de  liosan- 
(piet  {- )  :  «  La  réalité  m'est  donnée  c/a//.s  la  présente  perception 
sensible,  et  (fa/t.s  le  sentiment  immédiat  de  ma  [)ropre existence 
sensible,  (pii  raccompagne.  Le  monde  réel,  en  tant  (|ue  sys- 
tème délini  el  organisé,  est  pour  moi  une  extension  de  cette 
sensation  et  de  celte  conscience  présentes  au  moyen  du  juge- 
ment, et  c'est  l'essence  du  jugement  d'efleclner  et  de  soutenir 

une  telle  extension Dans  cbacjue  jugement  de  perception, 

le  sujet  est  une  tache  ou  un  point  donné  dans  un  contact  sen- 
sible avec  le  Moi  percevant.  Mais,  comme  toute  réalité  est  con- 
tinue, le  sujet  n'est  pas  uniquement  cette  tache  ou  ce  [)oinl 
donné.  » 

188.  Cette  théorie  de  Hradley  et  de  IJosan(ju<'t  est  la  réci- 
proque de  la  thèse  épistémologi(pie  que  j'ai  à  j^laider.  Grâce  à 
la  continuité  el  à  la  relativité  de  res[>ace  el  du  tem[>s,  disent- 
ils,  nous  sommes  capaldes  de  construire,  par  le  jugtMuent  et 
le  raisonnement,  un  monde  s\stémali(pie  extrait  de  celle  exis- 
lence  fragmentaire  et  [)Ourtanl  néeessairemeul  conq)lex(î  qui 
esl  donnée  dans  la  perception  sensible.  Hécipro(|uement,  je 
soutiens  (pie,  puis<pie  toute  connaissance  est  nécessairement 
dérivée  d'une  extension  de  Vêlement  de  la  perception  sensible, 
et  puisqu'une  telle  extension  nesl  possible  qu<'  si  cet  élément 


(  '  j   lîn  anglais  :   Tins.  N<nis  Iradiiiions,   dans  la  Miito,  c'  iim»!  p.ii  clriiu'nt 
eii  italique.  Le  mol  «  élément   r,  ^era  traduit  par  y  élément  ". 

•    ^■..^•  ilii   friut. 

(,-,  Logic,   t.  I,  |..  :7-7><. 
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a  ce  caractère  fragmentaire  et  pourtant  complexe  que  confère 
une  forme  crextériorité,  il  en  résulte  qu'une  forme  d'extériorité 
donnée  avec  cet  éléme/if  est  essentielle  à  toute  connaissance, 
et,  par  suite,  est  logicpiement  a  priori.  Le  raisonnement  de 
lîradley,  s'il  est  juste,  prouve  déjà  cette  thèse;  car,  tandis  «pie, 
d'iMi  coté,  il  nVMuploie  aucune  autre  propriété  de  l'espace  et  du 
temps  que  celles  (jui  a})])arlienneut  à  toute  forme  d'extériorité, 
il  prouve,  d'un  autre  côté,  cpie  le  jugement  et  le  raisonnement 
postulent  (]uc  {  élément  ne  soit  ni  simple  ni  existant  par  lui- 
même.  Mais,  puiscpic  ce  point  est  d'une  importance  ca})itale, 
je  vais  essaver  de  re[)rendre  cette  démonstration  sous  une 
forme  mieux  appropriée  cpie  celle  de  Bradley  à  la  question 
éj)istémologique. 

189.  L'essence  de  ma  thèse  est  que,  si  rexpérience  est  pos- 
sihle,  tout  élément  de  sensation  doit,  lors(]u'on  y  fait  atten- 
tion, se  trouver,  d'une  part,  résoluble  en  éléments,  et,  d'autre 
part,  dépendre  d'une  référence  extérieure  pour  (piehpu's-uns 
de  ses  attributs.  La  seconde  de  ces  thèses  dérive  de  la  première, 
car  si  l'on  j)reud  un  de  ces  éléments  contenus  dans  Vêlement 
primitif,  on  obtient  un  nouvel  élément  «pii  est  nécessairement 
en  relation  avec  les  autres  éléments  qui  conq)osaieut  Vêlement 
])rimitif.  ,1e  puis  donc  me  borner  à  la  première  proposition,  qui 
aflirme  que  Tobjet  de  ])erception  doit  contenir  une  diversité, 
non  seulement  de  contenu  conceptuel,  mais  d'existence,  et  qu'il 
ne  peut  être  connu  que  si  la  perception  sensible  contient,  à 
litre  d'élément,  (piehjuc  forme  d'extériorité. 

!Mon  raisonnement  part  de  cette  prémisse,  cpie  toute  connais- 
sance iuq)li(pie  la  reconnaissance  d'une  diversité  dans  une  rela- 
tion, ou,  si  l'on  |)réfère,  de  l'identité  dans  la  différence,  .l'em- 
prunte cette  prémisse  à  la  Logi<pie,  comme  résultant  de  l'analyse 
du  jugement  et  du  raisonnement.  Pour  prouver  une  telle  pré- 
misse, il  faudrait  un  Traité  de  Logique;  je  suis  donc  forcé  de 
renvoyer  h;  lecteur  aux  (  )uvrages  de  Bradlev  et  de  Bosauquet 
sur  la  matière.  De  cette  prémisse  il  suit  aussit«')t  (jue  la  con- 
naissance serait  impossible,  si  l'objet  de  l'attention  n'était  pas 
conqilexe.    c'est-à-dire    étail    un  pui-   particulier.    Or   l'objet 
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mental  (cVst-à-dire,  dans  ce  cas,  Tobj^'t  de  connaissance) 
pourrait-il  être  complexe,  si  Tojjjet  d(?  la  perception  immédiate 
était  toujours  sim[)le? 

190,  On  poMirail  cire  tenté,  au  pi-emici-  ahord,  de  rép(»ndrc 
affirmativement  à  cette  (piestiou.  Mais  [)lusieuis  diliicultés,  je 
crois,  s\)|)poseraient  à  une  tcll<'  réponse,  i^n  pi-emiei-  lieu,  la 
connaissance  |)art  nécessairement  delà  pei'ceplion.  I*ar  consé- 
(pienl,  ou  l)ien  nous  ne  pouvons  avoir  aucune  autre  connais- 
sance ([ue  celle  de  notre  j)erception  présente,  ou  bien  nous  de- 
vons être  capables  de  Fopposeret  de  la  comparer  à  (piehjue' 
autre  perception.  (.)r,  dans  le  premier  cas,  puiscpic-,  j)ar  liy|>o- 
tlièse,  la  perce[)tion  présente  est  un  j)ur  particulier,  la  coimais- 
sance  en  est  impossible,  confornK'ment  à  notre  [)rémisse.  Mais 
dans  le  second  cas,  l'autre  perception,  à  lacpielle  nous  compa- 
rons la  première,  doit  s\Hre  présentée  en  un  autn;  temps,  et, 
avec  le  temps,  nous  avons  déjà  une  foruK;  iKextérioi'ité.  Mais, 
qui  plus  est,  notre  perce[)tion  présente  n'est  plus  un  pur  pai- 
liculier.  Car  la  faculté  de  la  comparer  à  une  autre  perception 
imprKjiie  (pi'elles  ont  entre  elles  un  point  commun,  ce  «pii  les 
rend  toutes  deux  complexes.  Iai  outre,  le  temps  est  nécessaire- 
ment continu,  et  le  présent,  comme  le  montre  13radle\ ,  n'est 
pas  un  sim[)le  point  de  temps  (  '  ).  Ainsi  notre  perception  pré- 
sente contient,  dans  le  |)résenl  a[)parent,  la  complexité  «pTim- 
plicpie  la  durée  :  c'cmi  est  fait  de  sa  [)ure  particularité  et  de  sa 
simplicité.  C'en  est  fait  é<;alemenl  de  son  existence  indépen- 
dante, car  au  delà  du  piésent  ap[)arent  se  trouvent  le  |)assé  et 
le  futur,  aux(piels,  par  suite,  noti'c  [terce[)tion  présente  se  ré- 
fère inévitablement.  Pai-  consé(juenl  le  tem|)s,  tout  au  moins, 
est  essentiel  à  cette  identité  dans  la  diilérence  (jue  postule  toute 
connaissance. 

i*.)l.  Mais  nous  n'avons  tiié  (!<•  tout  cida  aucune  raison  pour 
affirmei- une  nudiiplieité  de  cliose>  r(''elles,  ou  une  lorme  d'ex- 
tériorité à  plus  dune  dimension,   bupielle,  on  l'a  \u,  était  né- 


(')   /.n^'ic,  |t.   Il  »'t  smviint»'-. 
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cessairc  pour  la  vérité  de  deux  de  nos  trois  axiomes.  Cela  nous 
amène  à  cette  question  :  Le  temps  seul,  comme  forme  d'extério- 
rité, suffit-il  à  la  possibilité  de  la  connaissance? 

A  cette  question  il  faut,  je  crois,  répondre  par  la  négative. 
Avec  le  temps  seul,  nous  l'avons  vu,  l'objet  représenté  est  né- 
cessairement complexe,  mais  sa  complexité  ne  peut  être,  si  je 
puis  m'cxprimer  ainsi,  qu'un  pur  accident.  Sans  une  seconde 
forme  d'extériorité,  une  seule  chose  peut  être  donnée  à  la 
fois  (^'  ),  et  cette  seule  chose,  par  suite,  doit  constituer  la  tota- 
lité de  noire  univers.  L'objet  de  la  perception  passée  doit  être 
regardé  comme  la  môme  chose  dans  un  état  différent,  puisque 
notre  unique  objet  n'a  rien  d'extérieur  à  lui  qui  puisse  le  créer 
ou  le  détruire.  La  complexité  consistera  donc  seulement  dans 
les  états  changeants  de  notre  unique  objet  :  elle  sera  acciden- 
telle et  non  substantielle.  Du  reste,  nous  avons  le  dilemme 
suivant  :  Ou  bien  l'objet  unique  ne  peut  être  que  nous-mêmes, 
ou  bien  nous  ne  pourrons  jamais  avoir  conscience  de  nous- 
mêmes.  Mais  la  principale  difficulté  d'un  tel  monde  résiderait 
dans  les  changements  de  l'objet.  Qu'est-ce  qui  pourrait  causer 
ces  changements,  puisque  nous  ne  connaîtrions  rien  d'extérieur 
à  notre  objet?  Ce  serait  comme  une  monade  de  Leibnitz,  sans 
un  Dieu  extérieur  à  elle  pour  régler  d'avance  ses  changements. 
Dans  un  tel  monde,  la  causalité  ne  pourrait  pas  s'appliquer,  et 
le  changement  serait  complètement  inexplicable. 

Ainsi  nous  exigeons  encore  la  possibilité  d'une  diversité  de 
choses  existant  simultanément,  et  non  pas  simplement  d'acci- 
dents successifs;  et  cela,  nous  l'avons  vu,  ne  peut  pas  être 
fourni  par  le  temps  seul,  mais  seulement  par  une  forme  d'exté- 
riorité capable  de  recevoir  les  parties  simultanées  d'une  repré- 
sentation. En  d'autres  termes,  nous  ne  pourrions  jamais  inférer 
l'existence  de  choses  diverses,  mais  eu  relation  réciproque,  si 
l'objet  de  la  j)crception  sensible  n'avait  une  complexité  substan- 
tielle; or  une  telle  complexité  exige  une  forme  d'extériorité 
autre  que  le  temps.  D'ailleurs,  une  telle  forme,  comme  on  Ta 


{  '  I  <jar  Vêlement  donné,  dans  cette  hypothèse,  a  une  complexité  purement 
temporelle,  et  n'e.«t  pas  résoluble  en  éléments  coexistants. 
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montré  dans  le  Chapitre  III  (section  A,  !^  135  ),  ne  pent  rem- 
plir ses  fonctions  (pie  si  elle  a  pins  clum- dimension.  Dans  notre 
monde  actnel,  cette  forme  est  donnée  par  Tespace;  dans  tonl 
autre  monde  connaissable  pour  des  êtres  qui  possèdent  nos  lois 
intellectuelles,  une  telle  forme,  nous  venons  de  le  voir,  est  né- 
cessairement donnée  dans  la  perception  sensible. 

Cet  arp^ument  peut  se  résumer  brièvement,  en  adm<>tlant  la 
théorie  de  Hradley,  suivant  laquelle  toute  connaissance  est 
obtenue  par  une  inférence  fondée  sur  rt'/t'///t'///d«' la  perceplioii 
sensible,  (^ai-,  s  il  en  est  ainsi,  il  faut,  pour  rendre  possible 
cette  inféi-ence,  cpii  repose  sur  l'identité  dans  la  dillérence,  t[ue 
Vrh'UK'iit  soit  lui-même  complexe,  et  révèle  à  Tanalxse  des 
attributs  qui  aient  une  référence  extérieure  à  lui-même.  Mais, 
comme  on  Ta  vu  ci-dessus,  cela  ne  peut  se  faire  (ju'au  moNcn 
d'une  forme  d'extériorité.  De  là  il  résulte  (jue  les  axiomes  a 
prio/i  de  la  Géométrie  ont  nécessairement  une  portée  objective 
et  sont  valables  pour  tout  monde  intellij^ible. 

192.  L'argument  précédent,  je  l'espère,  a  expliqué  pour- 
quoi je  crois  possible  de  déduire  d'un  pur  concept,  tel  que  celui 
d'une  forme  d'extériorité,  lapriorité  lo<,n(|ue  de  certains 
axiomes  par  rapport  à  l'espace  de  notre  expérience.  Si  notre 
raisonnement  est  juste,  l'argument  kantien  était  correct,  en 
aftirniant  (pi'une  diversité  réelle,  dans  notre  monde  actuel,  ne 
peut  être  connue  qu'au  moyen  de  Tespace;  il  n'était  erroné,  au 
moins  dans  sa  portée  purement  lo<j;i(jue,  cpien  négligeant  la 
possibilité  d'autres  formes  d'extériorité  (jui  pourraient,  si  elh's 
existaient,  remplir  la  même  fonction  avec  une  égab*  eflicacité. 
Par  suite,  en  tant  que  l'espace  diffère  de  ces  autres  concepts  de 
formes  d'intuition  possibles,  .il  «si  un  pur  fait  d'expérience; 
mais,  en  tant  tpie  ses  propriétés  sont  celles  (|ue  toutes  ces 
formes  doivent  nécessairement  posséder,  il  est  nécessaire  a 
priori  à  la  possibilité  de  rexp'''rience. 

Je  ne  puis  espérer,  toutefois,  que  le  lecteur  ne  trouve  j)lus 
aucune  difficulté  dans  cette  déduction  qui  lire,  de  concepts 
abstraits,  les  propriétés  d'une  donnée  actuelle  daFis  la  percep- 
tion sensible.  Considérons,  par  exenq)le,   une  propriété  Irlle 
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que  rimpénclrahilité.  Supposer  que  deux  choses  occupent  si- 
mullancmcnt  la  même  position  dans  une  forme  d'extériorité, 
c'est  une  contradiction  logicjue  ;  mais  pouvons-nous  en  dire  au- 
tant de  l'espace  et  du  temps  actuels?  L'impossibilité  n'est-elle 
pas,  dans  ce  cas,  une  affaire  d'expérience  plutôt  que  de  logique? 
Non,  répondrai-je,  si  l'argument  précédent  est  juste.  Car,  dans 
ce  cas,  nous  inférons  une  diversité  réelle,  c'est-à-dire  rexistence 
de  choses  différentes,  uniquement  d'une  différence  de  position 
dans  l'espace  ou  dans  le  temps.  Il  s'ensuit  que  supposer  deux 
choses  dans  le  même  point  de  l'espace  et  du  temps,  c'est  encore 
une  contradiction  logi(jue  :  non  parce  que  nous  avons  construit 
avec  la  logique  les  données  sensibles,  mais  parce  (juc  la  logique 
dépend,  pour  son  application,  de  la  nature  de  ces  données.  Cet 
exemple  montre,  ce  que  je  voudrais  rendre  clair,  à  savoir  que 
mon  raisonnement  ne  prétend  pas  construire  la  perception 
sensible,  dans  sa  richesse  vivante,  au  moyen  de  «  catégories 
exsangues  »,  mais  seulement  établir  que,  si  la  perception  sen- 
sible ne  contenait  pas  un  certain  élément,  ces  catégories  se- 
raient impuissantes  à  Tétrcindre. 

193.  Quant  à  savoir  comment  expliquer  Theureuse  réalisa- 
tion de  ces  postulats  (soit  par  une  harmonie  préétablie,  ou  par 
une  adaptation  darwinienne  au  milieu  ambiant,  ou  par  la  sub- 
jectivité de  l'élément  nécessaire  de  hi  perception  sensible,  ou 
par  l'identité  et  l'unité  fondamentales  de  nous  et  du  reste  de  la 
réalité),  c'est  là  une  autre  question,  qui  appartient  plutôt  à  la 
Métaphysique  qu'à  notre  ordre  d'études  présent.  L  «  priori, 
avons-nous  dit  sans  cesse,  est  ce  qui  est  nécessaire  à  la  possibi- 
lité de  l'expérience,  et  par  là  nous  avons  un  critérium  pure- 
ment logi(jue,  doimant  des  résultats  que  seules  la  Logique  et 
l'Epistémologie  peuvent  prouver  ou  inlirmer.  De  savoir,  au 
contraire,  ce  (jui  est  subjectif  dans  l'expérience,  c'est  essen- 
tiellement une  question  de  Psychologie,  qui  ne  doit  être  tran- 
chée que  par  des  raisons  psychologiques.  C'est  quand  on  aura 
répondu  séparément  à  ces  deux  (juestions,  mais  ])as  avant, 
qu'on  pourra  avancer  des  théories  touchant  la  relation  de 
Va  priori  G[  du   subjectif;    mais  permettre  à  de  telles  théories 
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trinfliiencer  noir»' (h'cision  sur  runc  ou  l'aulre  des  deux  ques- 
tions précédenles,  est  sùrciuonl  projyc  à  cinhrouiller  la  solu- 
tion et  à  «^iu|)ôclu'r  de  dislini^un- ncIlt'UKMit  <l(?s  points  de  vue 
radicalement  diflércnls, 

194.  J'arrivi'  luîdntenant  à  la  seconde  cpiestiou  (juc  ce  Clia- 
pilre  doit  (examiner,  à  savoir  celle-ci  :  (^ue  faul-il  penser  <le  ers 
contiadictions  cpn  s'imposaient  à  nous  dans  le  Chapitre  III, 
toutes  les  fois  cpie  nous  louchions  un  point  qui  paraissait  fon- 
damental"? .le  tiailcrai  c('lt<'  (piestion  Inièvemenl,  vu  (ju«'  j'ai 
peu  <h'  chose  à  ajouter  au\  ré[)onses  (pii  sont  familières  à  tout 
le  monde,  .le  veux  seidement  prouver,  pn'mièiement,  (jue  les 
contradictions  sont  iu(''vilal)les  et,  par  suite,  ne  constituent 
l)as  d'objection  à  ma  tiiéoiie;  deuxièmement,  (pie  la  première 
chose  à  faire  pour  les  écarter  est  de  restaurer  la  notion  de  la 
malièr(\  conçue  comme  ce  (pii,  dans  les  <lonnées  de  la  [)ei- 
cejition  sensible,  est  localisé  dans  Tespace  et  mis  en  relation 
par  lui. 

19.").  r.es  contradictions  inhérentes  à  l'espace  sont  un  thème 
tort  ancien,  aussi  ancien,  en  fait,  (pie  les  ar|.;uments  de  Zenon 
contre  le  mouvement.  Elles  sont,  en  j;ros,  de  deux  espèces,  bien 
(juOn  ne  j)uisse  j»as  les  sépaicr  bien  nettement.  Il  y  a  les  con- 
tradictions inhérentes  à  la  notion  d»i  continu,  et  les  contradic- 
tions (pii  naissent  du  fait  (pie  l'espace,  |)Our  être  connu,  doit 
être  une  lelativité  pure  et,  en  même  temps,  doit,  semble-t-il, 
être  quehjue  chose  de  plus  cpie  de  pures  relations,  puisqu'il  est 
un  objet  d'expérience  immédiate.  La  première  classe  de  contra- 
dictions est  celle  (ju'on  a  rencontrée  le  plus  fré(pieinment  dans 
cet  Essai;  elle  est  aussi,  je  crois,  la  plus  délinie  et  la  plus  im- 
portante pour  notre  objet  présent.  Je  doute,  cependant,  (pie 
les  deux  classes  soient  réellement  distinctes,  car  on  peut  mon- 
trer, je  crois,  que  tout  continu  dont  les  éléments  ne  sont  pas 
des  données,  mais  des  constructions  intellectuelles  résultant 
d'une  analyse,  a  le  même  caractère  relatif  et  pourtant  non  com- 
plètement relatif  qui  appartient  à  Tespace. 

Les  trois  contradictions  suivantes,  que  je  discuterai  succès- 
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sivement,  me  semblent  les  plus  importantes  pour  une  théorie  de 
la  (Teométrie. 

i"  Quoique  les  parties  de  Fespace  soient  intuitivement  dis- 
tinctes et  aient  des  relations  non  symétriques  qui  révèlent  entre 
elles  une  difîérence  conceptuelle,  aucun  concept  pourtant  ne 
réussit  à  les  différencier.  De  là  naît  une  vaine  recherche  d'élé- 
menls  qui  puissent  accomplir  cette  différenciation,  et  d'un  tout 
dont  les  parties  de  l'espace  seraient  les  composants.  On  obtient 
ainsi  le  point,  ou  le  zéro  d'étendue,  comme  élément  spatial, 
et  une  régression  à  l'infini  ou  un  cercle  vicieux  dans  la  recherche 
d'un  tout. 

2°  Toutes  les  positions  étant  relatives,  on  ne  peut  les  définir 
que  par  leurs  relations,  c'est-à-dire  par  les  lignes  droites  ou  les 
plans  qui  passent  par  elles;  mais  les  lignes  droites  et  les  plans, 
étant  tous  qualitativement  semblables,  ne  peuvent  se  définir 
que  parles  positions  qu'ils  mettent  en  relation.  On  aboutit  en- 
core ainsi  à  un  cercle  vicieux. 

3°  Il  faut  considérer  les  figures  spatiales  comme  des  rela- 
tions. Mais  une  relation  est  nécessairement  indivisible,  tandis 
que  les  figures  spatiales  sont  nécessairement  divisibles  à  Tinfini. 

196.  1°  Points.  —  L'antinomie  du  point  (qui  apparaît  par- 
tout où  est  donné  un  continu  où  l'on  doit  chercher  des  élé- 
ments) est  fondamentale  en  Géométrie.  Veronese  l'a  énoncée, 
peut-être  sans  intention,  comme  le  premier  axiome,  sous  cette 
forme  :  a  II  y  a  des  points  différents.  Tous  les  points  sont  iden- 
tiques ('  ).  )!>  Nous  avons  vu,  en  étudiant  la  Géométrie  projec- 
tive,  que  les  lignes  droites  et  les  plans  doivent  être  regardés, 
d'une  part  comme  des  relations  entre  des  points,  et  d'autre 
part  comme  composés  de  points  (-).  Nous  avons  encore  vu,  en 
nous  occupant  de  la  mesure,  que  l'espace  doit  être  regardé 
comme  divisible  à  l'infini,  et  néanmoins  comme  une  pure  relati- 
vité. Mais  ce  qui  est  divisible  et  composé  de  parties,  comme 
l'espace,  doit  conduire  à  la  fin,  par  une  analyse  continue,  à  une 


(  '  )  Op.  cit.,  p.  nG. 

(2)  Chapitre  III,  Section  A,  §  131. 
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partie  simple  et  inanalysable,  constituant  l'unité  de  dilVéren- 
ciation.  Car  tout  ce  (|ui  peut  «Hre  divisé,  et  a  des  parties,  pos- 
sède quelque  substantialité,  et  doit,  par  suite,  contenir  deux 
unités  ultimes,  à  savoir  le  tout,  et  le  plus  [n'tit  élément  possé- 
dant la  substantialité;  or  ce  n'est  évidemment  pas  le  cas  dans 
l'espace.  Après  avoir  substanlialisé  Tespac»',  comme  la  fiéomé- 
trie  est  forcée  de  faire,  Tc^spiil  léclame  impérieusement  d«'s  élé- 
ments, et  insisl*'  pour  les  avoir,  ipie  ce  soit  possil)le  ou  non.  De 
cette  exigence,  toutes  les  apjdications  j,^éométri(pies  du  calcul 
infinitésimal  sont  la  preuve  ;  '  ).  Mais  «pielh'  espèce  d'éléments 
ol)tenons-n()us  ainsi?  L'analvse,  incapal)le  de  trouvei-  aucun 
point  d'arrêt  auj)aravant,  trouve  ses  éléments  dans  les  points, 
c'est-à-dire  dans  des  quantités  nulles  d'espace.  Un  tel  concept 
est  une  contradiction  palpable,  que  seules  rendent  tolérable  sa 
nécessité  et  sa  familiarité.  In  ])oinl  est  nécessairement  spatial, 
car  autrement  il  ne  renq)lirait  pas  la  fonction  d'un  élément  spa- 
tial; mais  en  même  temps  il  ne  peut  contenir  aucun  espace,  car 
toute  étendue  finie  est  susceptible  d'une  analyse  poussée  plus 
loin.  Les  points  ne  peuvent  jamais  être  donnés  dans  l'intuition, 
(pii  n'a  rien  à  voir  avec  l'infinimenl  petit  :  ils  sont  une  con- 
struction purement  conceptuelle,  issue  de  la  nécessité  de  termes 
sur  lesquels  puissent  porter  les  relations  spatiales.  Si  l'espace 
était  plus  qu'une  relativité,  les  relations  spatiales  devraient  im- 
pliquer des  ternies  spatiaux;  mais  aucun  terme  n'appaiait,  tant 
([ue  nous  n'avons  pas  réduit  par  l'analyse  nos  données  spatiales 
au  néant.  La  notion  contradictoire  du  point,  comme  d'une  chose 
dans  l'espace  sans  grandeur  spatiale,  est  la  seule  issue  à  notre 
recherclie  de  termes  spatiaux  pour  les  relations  spatiales.  Cette 
réduction  à  l'absurde  suffit  assurément  [)ar  elle-même  à  prou- 
ver la  relatiNllé  essentielle  d<.'  l'espace. 

197.  Ainsi  la  Géométrie,  voulant  regarder  l'espace  comme 
indépendant,  est  forcée  de  substanlialiser  ses  abstractions,  «M. 
par  suite,  d'inventer  pour  l'élément  spatial  une  notion  conlra- 


(>;  Cf.  IIannequin,  l'Sssai  critif/ue  sur  l'hypothèse  des  atomes,  Cliap.  I, 
Section  III;  spécialement  p    .fJ  d^aris.  iSgi). 
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dictoirc.  Une  absurdité  semblable  apparaît,  encore  plus  évi- 
demment, dans  la  notion  d'un  tout  de  l'espace.  L'antinomie 
peut  donc  s'énoncer  ainsi  :  Il  faut,  nous  l'avons  vu  constam- 
mcnl,  que  l'espace  soit  une  pure  relativité,  pour  que  la  connais- 
sance en  soit  possible;  mais  il  faut  aussi,  pour  qu'on  puisse  en 
avoir  une  connaissance  indépendante,  telle  que  la  Géométrie 
la  demande,  (ju'il  soit  quelque  chose  de  plus  qu'une  pure  relati- 
vité, ])uisqu"il  est  divisible  et  a  des  parties.  Mais  nous  avons  vu 
dans  le  Chapitre  111  (Section  A,  §  133),  que  la  connaissance 
d'une  forme  d'extériorité  doit  être  logiquement  indépendante  de 
la  matière  particulière  qui  remplit  la  forme.  Comment  ferons- 
nous  alors  pour  nous  dégager  de  ce  dilemme? 

La  seide  manière,  je  crois,  est,  non  pas  de  faire  dépendre  la 
(léométrie  de  la  Physique,  ce  qui,  nous  l'avons  vu,  est  une 
erreur  (  '),  mais  d'attribuer  à  toute  proposition  géométrique 
une  certaine  référence  à  une  matière  en  général.  Et,  sur  ce 
])oint,  il  faut  faire  une  distinction  importante.  Nous  avons  jus- 
qu'ici parlé  de  Fespace  comme  relatif,  et  des  figures  spatiales 
comme  de  relations.  Mais  l'espace,  semble-t-il,  est  plutôt  une 
relativité  que  des  relations;  sans  être  lui-même  une  relation, 
il  fournit  la  simple  possibilité  de  relations  entre  diverses 
choses  (-).  Y\ppli(pié  à  une  figure  spatiale,  qui  ne  peut  naître 
(|ue  d'une  différenciation  de  l'espace,  et,  par  suite,  de  l'intro- 
duction de  quelque  matière  qui  le  différencie,  le  mot  relation 
est  peut-être  moins  équivoque  que  tout  autre;  mais  appliqué  à 
l'espace  vide  et  non  différencié,  il  ne  paraît  en  aucune  manière 
en  donner  une  définition  exacte. 

Mais  une  simple  possibilité  ne  peut  pas  exister,  ni  être 
donnée  dans  la  perception  sensible!  Que  deviennent  alors  les 
arguments  de  la  première  partie  de  ce  Chapitre?  Ce  n'est  pas 
res[)ace  vide,  répondrai-je,  mais  les  figures  spatiales  que  révèle 
la  perception  sensible,  et  les  figures  spatiales,  comme  nous  ve- 
nons de  le  voir,  impliquent  une  différenciation  de  l'espace,  et 
par  consé(jucnt  une  référence  à  la  matière  qui  est  dans  l'espace. 

(  '  I    loir  Chapitre  II,  §  69  el  suivants. 

(-J   Voir  plus  bas  la  troisième  antinomie,  S  201  et  suivants. 
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C'est  donc  des  fi^Hires  spatiales,  et  non  de  l'espace  vide,  (pie  la 
Géométrie  a  à  s'oceupei-.  I/aiiliiiomic  diseiitre  ei-dcssus  pro- 
vient alors,  send)le-l-il,  de  la  tentative  de  liailci-  d.'  l'espace 
vide  plutôt  que  des  lij^nires  spatiales  et  de  la  lualiére  à  hnpielle 
elles  se  réfèrent  nécessaireineiil. 

198.  Voyons  si,  par  ce  eliauj^cnienl,  nous  pouvons  résoudre 
l'antinoniie  du  point.  Les  lii;iu-es  s|)alial('s,  diions-uoiis  à  j»ié- 
sent,  sont  des  relations  entre  la  niatièic  tpii  dilVércncie  r»'S[)ace 
vide.  Leur  divisibilité,  (jui  sendjlait  conliedire  leur  caiactèrc 
relatif,  peut  s'expliquer  de  deu\  manières  :  j)r<'iuièn;iucul, 
comme  portant  sur  les  lij^ures  considéi'ées  eomiuc  paiiics  d<' 
l'espace  vide,  cpii  n'est  ])as  lui-même  une  relation;  deuvièiue- 
ment,  comme  dénotant  la  possibilité  d'un  cliaii^cment  con- 
tinu dans  la  relation  exprimée  [)ai'  la  lij^aire  spatiale.  Ces  deux 
manières  reviennent,  au  fond,  au  même;  car  resj)ace  vide  est 
une  possibilité  de  relations,  et  la  liiiiire.  considéi(''e  en  con- 
nexion avec  l'espace  vide,  devient  ainsi  une  relation  possible, 
à  laquelle  d'autres  relations  possibles  peuvent  étic  opposées  ou 
comparées.  Mais  la  seconde  manière  de  re*^arder  la  divisibilité 
est  la  meilleure,  puisqu'elle  introduit  une  réféiencc  à  la  matière 
C|ui  différencie  l'espace  vide,  et  sans  hupielb.'  les  li^•^t•es  s|)a- 
tialcs,  et  par  suite  la  Géométrie,  ne  [)ourraient  exister.  II  lant 
donc  conclure  que  c'est  l'espace  vide  (pii  donne  naissance  à 
l'antinomie  en  question,  car  l'espace  vide  est  nue  siin|)le  possi- 
bilité de  relations  homo|^ènes  et  non  dillérenciées,  et  partant 
complètement  dépourvue  de  ])arties  et  de  réalité.  Parlei-  des 
parties  d'une  possibilité  est  un  non-sens;  les  [)ai'ties  l't  les  dillé- 
renciations  proviennent  uniquement  d'une  référence  à  la  ma- 
tière qui  est  dilïerenciée  dans  l'espace. 

199.  Mais  quelle  nature  faut-il  atlribuei-  à  cette  matièic,  ipii 
doit  être  impliquée  dans  toutes  les  propositions  ^éomeliicpies? 
En  critiquant  lïelmholtz  ('),  on  s'en  souvient,  nons  a\oiis  dé- 
cidé que  la  Géométrie  s(î  rapporte  à  une  espèce  de  matière  [)ar- 


(•)Cliap.  II,§73. 
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ticulière  et  abstraite,  qu'on  regarde  comme  ne  possédant  au- 
cune qualité  causale,  comme  n'exerçant  et  ne  subissant  l'action 
d'aucune  force.  C'est  de  cette  matière,  je  crois,  que  nous  avons 
besoin  pour  le  moment.  Nous  n'affirmons  pas,  sans  doute,  que 
la  matière  actuelle  puisse  être  dépourvue  des  propriétés  qui 
relèvent  de  la  Physique,  mais  nous  faisons  abstraction  de  ces 
propriétés,  comme  étrangères  à  la  Géométrie.  Tout  ce  que 
nous  demandons,  pour  notre  besoin  immédiat,   c'est  un  sub- 
stratum  pour  cette  diversité  que  l'espace  rend  possible,  ou  des 
termes  pour  ces  relations  qui  doivent  difl'érencier  l'espace  vide, 
si  l'on   veut   étudier   un   espace   quelconque.   Mais   comment 
faut-il  concevoir  la  matière  qui  devra  remplir  cette  fonction? 
L'espace  vide,  avons-nous  dit,  est  une  possibilité  de  diversité 
en  corrélation;   mais  les  figures  spaliales,  dont  la  Géométrie 
s'occupe  nécessairement,   sont  les  relations  actuelles  rendues 
possibles  par  l'espace  vide.  Notre  matière  doit  donc  fournir  des 
termes  à  ces  relalious.   11  faut  qu'elle  soit  différenciée,  puis- 
qu'une telle  diflerenciation,  nous  l'avons  vu,  est  l'œuvre  propre 
de  l'espace.  Il  faut  donc  trouver,  dans  cette  matière,  Tunité  de 
différenciation  ou  Falomc  ('  )  (|ue  l'on  ne  peut  pas  trouver  dans 
l'espace.  Cet  atome  doit  être  simple,  c'est-à-dire  qu'il  ne  doit 
contenir  aucune  diversité  réelle;  il  doit  être  un  élcnient  non 
résoluble  en  d'autres  élémeiits.  Etant  simple,  il  ne  peut  con- 
tenir en  lui-même  aucune  relation,  et  conséquemment,  puisque 
les  figures  spaliales  sont  de  pures  relations,  il  ne  peut  pas  appa- 
raître comme  une  figure  spatiale,  car  toute  ligure  spatiale  im- 
plique quelque  diversité  de  matière.  Mais  cet  atome  doit  avoir 
des  relations  spatiales  avec  d'autres  atomes,  puis(|ue  sa  seule 
fonction  est  de  fournir  des  termes  à  ces  relations.  Tl  est  d'ailleurs 
capable  d'avoir  ces  relations,  puis(|u'il  est  distingué  des  autres 
atomes.  Ainsi  l'on  obtient  pour  les  relations  spatiales  un  terme 
inétendu,  précisément  de  l'espèce  requise.  Tant  que  nous  cher- 
chions ce   terme  sans  référence  à     quelque  autre  chose  que 
l'espace,  la  notion  contradictoire  du  point  était  le  seul  résultat 


(•)  Il  lie  faut  pas,   c>idcmmenl,   confondre  cet  alonie  avec  l'atome  de  lu 
Chimie. 
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do  notre  reclicrche;  mais  maintenant  que  nous  admettons  une 
référence  à  la  matière  dinëreneiéc  par  l'espace,  nous  trouvons 
aussitôt  le  terme  dont  nous  avions  besoin,  à  savoir,  un  élément 
simple  non-spatial,  ayant  des  relations  spatiales  avec  d'autres 
éléments.  Ln  tel  terme  apparaîtra  à  la  (léométrie,  en  vertu  de 
ses  relations  spatiales,  comme  un  point;  mais  la  contradiction 
inhérente  an  point,  on  le  voit  à  présent,  n'est  «pie  le  résultat  de 
l'abstraction  illéj^itime  (pii  constitue  l'objet  de  la  Géométrie. 

200.  2"  Le  cercle  vicieux  dans  la  définition  de  la  ligne  droite 
et  du  plan.  —  Cette  diflicnlté  ne  doit  pas  nous  retenir  long- 
temps, pnis(pie,  Ignace  à  l'atome  matériel,  nous  avons  déjà 
rompu  la  iclativité  doù  provenait  ce  cercle.  Les  lij^nes  droites, 
dans  la  niéiliode  purement  g^éométri([uc,  ne  sont  délinies  que 
par  des  |)()inls,  et  les  points  que  par  des  li<^nes  droites.  Mais  à 
présent  les  points  sont  remplacés  [)ar  des  atomes  matériels  :  la 
dualité  des  points  et  des  lignes  a  donc  disparu,  et  la  ligne  droite 
peut  être  défmie  comme  la  relation  spatiale  de  deux  atomes 
inétendus.  Ces  atonies  ont  des  attributs  spatiaux,  dérivés  de 
leurs  relations  avec  d'antres  atomes;  mais  ils  n'ont  pas  d'at- 
tributs spatiaux  i/itri/isèqucs,  comme  ils  pourraient  en  j>os- 
séder  s'ils  avaient  une  étendue  ou  une  ligure.  y\iusi  les  lign«'S 
di'oiles  et  les  [)lans  sont  les  vraies  unités  spatiales,  et  les  [)oinls 
résultent  seulement  de  la  tentative  tie  trouver,  dans  l'espace, 
pour  des  relations  s[)atiales,  les  termes  (pii  n'e.\ist«'nt  (pu*  dans 
une  matière  ultra-spatiale.  Les  lignes  droites,  les  plans  et  les 
volumes  sont  les  relations  spatiales  entre  deux,  trois  ou  «piatre 
atomes  inétendus,  et  les  [)oints  sont  une  liction  géométricpie  de 
pure  convention,  qui  renq)lace  des  atomes  possil)l('s.  (^ar, 
puisque  l'espace,  comme  on  Ta  vu,  est  une  possibilité,  la  (jéo- 
niélrie  ne  s'occupe  pas  des  relations  spatiales  actuellement  réa- 
lisées, mais  du  sclième  total  des  relations  possibles. 

201.  3*'  L'espace  est  à  la  fois  relatif  et  plus  que  relatif.  — 
Nous  avons  déjà  erilcnré  la  «pn'stion  de  savoir  dans  cpielle  nu;- 
sure  l'espace  est  autre  chose  (pie  des  relations,  mais  comme 
cette  question  est  tout  à  fait  fondamentale,  que  le  mot  relation 
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eslanibip^u  cl  dangereux,  et  que  j'ai  fait  constamment  appel  à 
Ja  relativité  de  l'espace  sans  essayer  de  définir  la  relation,  il 
sera  nécessaire  de  discuter  cette  antinomie  tout  au  lontr. 


'»' 


202.  Or,  pour  cette  discussion,  il  est  essentiel  de  distinguer 
clairement  Tespace  vide  et  les  figures  spatiales.  L'espace  vide, 
comme  forme  d'extériorité,  n'est  pas  un  ensendjle  de  relations 
actuelles,  mais  une  possibilité  de  relations.  Si  on  lui  attribue 
une  portée  objective  en  le  considérant  comme  le  fondement, 
dans  la  réalité,  de  toute  diversité  en  relation,  on  trouve  aus- 
sitôt (pie  l'espace  est  quelque  cliose  qui,   tout  en  fournissant 
la  possibilité  de  toutes  les  relations,  ne  se  compose  pas  lui- 
même  de  relations.  En  ce  sens,  l'espace  doit  être  distingué  de 
l'ordre  spatial.  L'ordre  spatial,  peut-on  dire,  présuppose  l'es- 
pace, comme  ce  en  quoi  cet  ordre  est  possible.  C'est  ainsi  que 
Slumpf  dit  (*):((  11  n'y  a  ni  ordre,  ni  relation  sans  un  contenu 
absolu  positif,  qui  en  soit  le  support,  et  qui  permette  d'ordonner 
quelque  cliose  de  celte  manière.  Car,  autrement,  pourquoi  et 
comment  distinguerions-nous  un   ordre  d'un  autre?...  Pour 
distinguer  dilî'érents  ordres  les  uns  des  autres,  il  faut  toujours 
reconnaître  un  contenu  absolu  particulier,  par  rapport  auquel 
l'ordre  a  lieu.  Et  de  même  l'espace  n'est  pas  simplement  un 
ordre,  mais  plus  exactement  ce  par  quoi  l'ordre  spatial,  le  fait 
d'être  côte  à  cote  (^Nebeneiiiander)^  se  distingue  du  reste.  » 
?Se  pouvons-nous  pas,  alors,  résoudre  très  simplement  l'anti- 
nomie, en  invoquant  cette  ambiguïté  de  l'espace?  Bradley  sou- 
tient (-)  que,  d'un  côté,  l'espace  a  des  parties,  et  n'est  pas,  par 
suite,  un  ensemble  de  simples  relations,  mais  que,  d'un  autre 
côté,  lorsqu'on  essaie  de  dire  quelles  sont  ces  parties,  on  trouve 
après  tout  qu'elles  sont  de  simples  relations.  Mais  l'espace  qui 
a  des  parties  ne  peut-il  pas  être  regardé  comme  l'espace  vide, 
comme  le  contenu-substratum  absolu  de  Stumpf,  qui  n'est  pas 
de  pures  relations,  tandis  que  les  })arties,  en  tant  qu'elles  se 
réduisent  à  de  pures  relations,  sont  les  relations  qui  constituent 


(•)  Ursprun,^-^  (1er  lîaunuorsteUuns,'',  [).  ij. 
(^ )  Apj>earaiicc  and  Heality,  p.  SO-jj. 
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Tordre  spatial,  el  non  rospacc  vide?  Si  cela  peut  se  soutenir, 
raiitinomie  n'existe  pins. 

Mais,  bien  (pic  criic  cxplicaiion  me  |>araiss«'  être  le  premier 
stade  d'une  sohiticni,  elle  exigerait  ellr-mrme,  je  le  erains, 
presque  autant  d'explications  (pic  la  diflicidlc  primitive.  Car  la 
relation  de  Tespaec  vide  avec  Toidre  spatial  esl  ellc-mcmc  une 
question  pleine  de  (lifncnll(''s,  (pi'on  ne  pcnl  lésondre  (pi'avcc 
beaucoup  de  [)ein(\ 

203.  Consid(''i()ns  ce  qu'est  l'espace  vide.  (Je  parle  de  l'es- 
pac(MV^A',  sans  (pie  cela  imp]i(|ue  nt-cessairement  rabsenc(Mle 
mali("'re,  mais  sciilemcnl  pour  in(li([iier  un  espace  (pii  n'(.'st  pas 
simplemcnl  un  oidre  de  choses  mat(''rielles.)  Slumpf  le  rej^arde 
comme  doniK'  dans  la  sensation;  Kanl,  dans  les  deux  dciiiieis 
arguments  de  sa  d(!'duction  in(''la[)livsi(pie,  prétend  (pie  c\^sl 
une  intuition  et  non  un  concept,  el  (pi'il  doit  (^'lic  connu  pour 
(pie  l'ordre  sj)atial  devienne  possible.  Je  veux  iHablir,  au  con- 
traire, (|u'il  est  enti(^'rement  conce[)luel;  (pie  l'espace  est  doniu' 
uni(piemenl  comme  ordre  spatial;  que  les  relations  spatiales, 
une  lois  donné'es,  paraissent  (^'Ire  quelcpie  chose  de  plus  (pie  (h; 
pures  relations,  et  par  là  se  substantialisenl;  (pie,  (piand  elles 
sont  subslantialist'es,  leur  collechon  tout  entii're  est  re|4:ar(l(''e 
comme  contenue  dans  res{)ace  vide;  mais  (jue  cet  espace  vid(; 
liii-UKMne,  s'il  (l(''sii;ne  (piehpie  chose  de  plus  (jne  la  p()ssibilit('' 
lo}^i([ue  de  relations  spatiales,  esl  une  hypolli('.'se  non  iK'cessaire 
et  contradictoire.  Commen(;ons  par  examiner  les  arj^^umenls 
de  Kant  sur  ce  point. 

Leibnitz  aHirmait  (jue  l'esjjace  n'est  (prun  ensemble  de  rela- 
tions, tandis  (pie  Xewlon  soulenait  la  r(''alil(''  objective  de  l'es- 
pace absolu.  Kanl  a  adopt(''  un  moyen  terme  :  il  a  admis  l'es- 
pace ai)solu,  mais  il  la  rej^aidi"  comme  purement  snbjectii. 
L'aflirmalion  de  res[)ac(î  absolu  lait  l'objel  de  son  second  argu- 
ment; car  si  l'espace  ('tait  simplemenl  un  ensemble  de  relations 
entre  les  choses,  il  dis[)arailrail  necessainîinenl  avec  les  choses 
cpTil  contient;  mais  (^'est  ce  (pie  nie  ce  second  argumeni  (^'). 


(*)  loir   N  AiiiiN<ii;ii,  Commentaire,  II,  p.  i8y-i«)«. 
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Or  l'ordre  spatial  disparaît  évidemment  avec  la  matière,  mais 
on  peut  admettre  que  l'espace  absolu  ou  vide  subsiste.  C'est 
celui-ci  que  vise  l'argument  de  Kant,  et  qu'il  affirme  être  une 
intuition  pure,  nécessairement  présupposée  par  Tordre  spa- 
tial ('). 

204.  Mais  pouvons-nous  consentir  à  reg^arder  l'espace  vide,  le 
«  tout  infini  donné  »,  comme  réellement  donné?  Ne  faut-il  pas, 
en  dépit  de  l'argument  de  Kant,  le  regarder  comme  entièrement 
conceptuel?  En  premier  lieu,  cela  ne  résulte  pas  de  l'argumen- 
tation de  la  première  moitié  de  ce  Chapitre,  qui  exige  seule- 
ment que  tout  élément  de  la  perception  sensible  soit  résoluble 
en  d'autres  éléments,  et  par  suite,  implique  seulement  un  ordre 
entre  les  éléments,  et  non  quelque  cliosc  qui  serait  donné  pri- 
mitivement sans  aucune  référence  à  ces  éléments.  En  second 
lieu,  les  deux  arguments  de  Kant(^)  destinés  à  prouver  que 
l'espace  vide  n'est  pas  conceptuel  restent  en  deçà  du  but.  L'ar- 
gument selon  lequel  les  parties  de  l'espace  ne  sont  pas  con- 
tenues sous  lui  (^),  mais  en  lui,  prouve  assurément  que  l'espace 
n'est  pas  un  concept  général,  dont  les  figures  spatiales  seraient 
les  cas  particuliers;  mais  il  ne  s'ensuit  nullement  que  l'espace 
vide  ne  soit  pas  un  concept.  L'espace  vide  est  homogène  et  non 
différencié;  les  parties  de  l'espace,  ou  les  figures  spatiales, 
n'apparaissent  que  par  référence  à  quelque  matière  difTérenciée, 
et  partant  appartiennent  plutôt  à  l'ordre  spatial  qu'à  l'espace 
vide.  Si  l'espace  vide  est  la  condition  préalable  de  l'ordre  spa- 
tial, on  ne  peut  pas  s'attendre  à  ce  qu'il  soit  uni  aux  relations 
spatiales  comme  le  genre  aux  espèces.  Mais  l'espace  vide  peut 
néanmoins  être  un  concept  universel;  il  peut  être  à  l'ordre  spa- 
tial dans  le  même  rapport  que  l'Etat  aux  citoyens.  Ceux-ci  ne 
sont  pas  des  cas  particuliers  de  l'Etat,  mais  ils  sont  contenus  en 


(  '  )  Voir  ihicL,  p.  11^  et  suiv,,  pour  les  inconséquences  de  Kant  sur  ce  point . 

(*)  Le  quatrième  et  le  cinquième  dans  la  première  édition;  le  troisième  et 
le  quatrième  dans  la  seconde. 

(•'')  Gomme  les  espèces  sont  dites  contenues  sous  un  genre,  sont  sub- 
sumées  dans  ce  genre;  en  d'autres  termes,  les  parties  de  l'espace  n'en  sont 
pas  des  spécifications.  {Note  de  M.  L.  Coulurat.  ) 
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lui;  par  suite,  on  un  sens,  ils  le  présupposent,  car  un  homme 
ne  peut  devenir  citoyen  que  par  sa  relation  avec  d'autres 
citoyens  dans  un  l^tat  (  '  ). 

L'unicité  de  l'espace,  d'ailleurs,  ne  ])araU  jj^uère  être  une 
preuve  valable  de  sa  naliin»  intuitive;  la  rejjarder  comme  un 
argument  impliquerait,  en  efl'et,  que  tous  les  concepts  sont  tirés 
par  abstraction  d'uno  série  de  cas  particuliers,  thèse  (pii  a  été 
critiquée  dans  le  Chapitre  II  (^  77),  et  (pii  n'a  pas  besoin 
d'être  discutée  davantage  ici  (').  Il  n'y  a  donc,  dans  les  deux 
arguments  de  Kant  en  faveur  de  la  nature  intuitive  de  res[)ace 
vide,  aucune  raison  qui  puisse  lésisler  à  la  critique. 

205.  1  ne  autre  raison  pour  condamner  l'espace  vide  se  trouve 
dans  les  antinomies  mathématiques.  I*]n  effet,  comme  le  montre 
Lotzc  ('),  ce  n'est  pas  les  résoudre  (pie  de  regarder  l'espace 
vide  comme  purement  subjectif  :  des  contradictions  dans  une 
intuition  subjective  nécessaire  constituent  une  aussi  grande 
difficulté  que  dans  toute  autre  chose.  Mais  ces  antinomies  appa- 
raissent seulement  par  rapport  à  l'espace  vide,  et  non  par  rap- 
port à  l'ordre  spatial  considéré  comme  un  agrégat  de  relations. 
Car  ce  n'est  (pie  lorsqu'on  regarde  l'espace  comme  possédant 
qu(.'lque  réalité,  (pion  peut  en  demander  la  totalitéou  léléuieni 
véritable.  (Test  ce  cpie  nous  avons  dt'jà  vu  à  pro[)()s  du  point. 
(^)uand  on  regarde  l'espace,  dans  la  mesure  où  il  est  valable, 
comme  n'étant  (jue  l'ordre  spatial,  rétendue  illimitée  et  la 
divisibilité  à  linlini  dis[)araissenl  à  la  fois.  Ce  (|ui  est  divisé, 
ce  n'est  pas  les  relations  spatiales,  mais  la  matière;  et  si  la 
matière,  comme  nous  avons  vu  (pie  la  (iéométiie  le  demande, 
consiste  en  atomes  inétendus  ayant  des  relations  sjialiales,  il 
n'y  a  pas  de  raison  j)Our  regarder  la  matière,  soit  comme  divi- 
sible à  l'infini,  soit  comme  consistant  en  atomes  d'étendue  finie. 

206.  Mais  d"où  provient,  dans  cette  théorie,  le  paradoxe  (pii 


(')  Cf.  VAnnN(a:K,  Commentaire.  \\.  p.  ix^. 
(î)  Cf.  VviiiiNfiKR,  Commenluirc,  II,  |».  707. 
(î)  MetaphysiL,  livre  II.  Ciiap.  I,  ij   KMJ. 
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consiste  on  ce  que  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  regarder 
r('S[>ace  coinnie  avant  plus  ou  moins  de  réalité,  et  comme  divi- 
sible à  linfini?  ('e  paradoxe  ne  peut  s'expliquer,  je  crois,  que 
comme  une  illusion  ])sycholoq;ique  inévitable,  qui  naît  du  fait 
(jue  les  relations  spatiales  sont  immédiatement  représentées. 
Ivllcs  ont  ainsi  une  (pialilé  j)sychique  particulière,  à  titre  d'expé- 
riences immédiates;  c'est  grâce  à  cette  (|ualité  qu'on  peut  les 
distinguer  des  relations  temporelles  ou  de  tout  autre  ordre 
dans  le(piel  les  choses  peuvent  être  rangées.  Pour  Stumpf,  qui 
('ludie  un  ])rol)lème  psychologique,  cette  qualité  psychique 
consliluerait  un  contenu-subslralum  absolu,  et  justifierait  plei- 
iKMuent  sa  thèse;  mais  pour  nous,  qui  étudions  un  problème 
épisléinologi(pie,  il  n'en  est  pas  de  même  :  celle  qualité  don- 
nerait à  rélément  spatial,  dans  la  perception  sensible,  une  si- 
f(/H /ica/io/t  (|ui  n"inq)li([ue  nullement  un  espace  absolu  ou 
vi(le(').  \e  peut-on  pas,  alors,  abandonner  l'espace  vide  et 
dii'c  :  {/ordre  s|)atial  consiste  en  relations  .senties;  en  tant  que 
senti,  il  a  pour  la  Psvchologie  une  existence  qui  n'est  pas  en- 
lièrenienl  résoluble  en  relations,  et  qui  ^ara// inévitablement 
être  plus  (pie  de  simples  relations.  Mais  quand  nous  examinons 
les  informations  que  la  perception  sensible  nous  donne  au 
sujet  de  l'espace,  nous  nous  trouvons  plongés  en  des  contra- 
dictions, fiés  que  nous  admettons  que  ces  informations  con- 
sistent en  ([uehpie  chose  de  plus  que  des  relations.  Cela  ne 
laisse  subsister  que  l'ordre  spatial,  et  réduit  l'espace  vide  à 
n"ètre  qu'un  simple  nom  pour  la  possibilité  logique  de  relations 
spatiales. 

207.  La  divisibilité  apparente  des  relations  qui  constituent 
lOi'dre  spatial  peut  alors  s'expliquer  de  deux  manières,  qui 
sont  du  reste  é([uivalentes  au  fond.  On  peut  considérer  la  rela- 
tion en  connexion  avec  l'espace  vide,  et  dans  ce  cas,  elle  devient 
j)lus  qu'une  relation;  mais  comme  elle  est  faussement  substan- 
lialisée,  elle  apparaît  comme  une  chose  complexe,  nécessaire- 
ment conq^osée  d'éléments,  (pii  pourtant  n'émergent  nulle  part, 

(')  f]/'.  .)\Mi:s,  l^sycholoffy,   vol.   If,  p.    1^8  et  suiv. 
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tant  que  Tanalvs»'  n'a  ]»ns  rc'duit  la  psoiido-chose  à  néant,  et 
abouti  au  point.  Lu  ce  sens,  la  (iivisil.ililc'  dos  ndations  spa- 
tiales est  une  illusion  inc'vitaMc  On  bien  «'luon-,  on  peut 
prendre  la  relation  «mi  eonncxiou  avrc  l»'s  atomes  nial«'*n«ds  (pii 
en  sont  les  Iciincs.  Dans  ec  cas,  <>n  jx-nl  iniaj^^inrr  d'antres 
atomes  dilIV-rcininnit  l(»ealis('s  |)ai- di-s  irlations  s|)atial«'s  dilTé- 
rentes.  S'ils  sont  localisés  sui'  la  lit^ne  droite  «pii  joint  deux  des 
atomes  primilils,  eelle  li<;ne  dioilc  parait  divisée  par  eux.  Mais 
la  relation  i)riinitive  n'est  pas  léellement  divisée  :  toutee<prily 
a,  e  est  (jiie  deux  ou  plusieurs  l'elations  éipiivaleules  Tout  rem- 
placée, de  même  «pie  deux  i«'lations  de  pèi«'  à  iils,  rénni«'s, 
peuvent  remplacer  la  relation  é«pii\alent«'  <l««  i;rand-pèi-e  à  p<'tit- 
lils.  Ces  i\{'n\  mauièi«'s  d«'  consi«lérer  la  divisibilité  appai-ent«' 
sont  é(pii\aleutes  :  car  r«'sj)ace  vid«',  eu  tant  «pi'il  n'est  pas  une 
illusion,  désii,nie  simplenuMit  l'a^réyal  «les  r«'lations  spatiales 
])ossibles.  ]*ar  suit«\  rei^suder  une  lit,MU"«'  de  r«'space  vide 
comme  divisée,  sij^nifie  (si  tant  esl  «pn*  cela  sijj^nifie  «piehpie 
chose)  re^^'lrder  deux  ou  plusieurs  autres  relati«>ns  possibb's 
comme  lui  étant  substituées,  ce  «pii  constitue  la  seconde  ma- 
nière de  considérer  la  <pi«>slion. 

Ainsi  la  même  référence  à  une  matière,  par  hxjuelb'  on  a 
résolu  ranlinomie  du  point,  résout  aussi  rantinomi«'  loucbanl 
la  nature  relalixe  d«'  l'espace.  l'onr  «pie  l'espace  s«)it  exemj)t  de 
contradictions,  il  faut  le  consid«''rei'  exclusivement  c«)mme 
ordre  spatial,  comme  ensend)l«'  de  relations  «'ntr«'  des  atomes 
matériels  inétendus.  (^nant  à  l'espace  vi«le,  «pii  naît,  par  une 
illusion  ine\itable,  de  l'élément  spatial  de  la  p«'rceplion  sen- 
sible, on  peut,  si  l'on  veut  le  conse!v«'i',  le  considérei*  comme 
un  simj)le  priuci[)e  d«;  relativité,  comme  la  simple  possibilité 
logique  de  relations  «mUio  diverses  cbos«'s.  I*]n  ce  sens,  l'espace 
vide  est  entièrement  conce[)tuel;  l'ordn'  spatial  seul  est  objet 
d'expérience  immédiate. 

208.  Mais  eu  ([uel  sens  l'oi'dre  sj»alial  c«)nsist«'-t-il  «mi  nda- 
tions  ?  Nous  avons  jusfpi'ici  parlé  (!«•  r«'xtériorité  comme  d'une 
relation  et,  en  un  s«'ns,  celle  la«;on  «!«'  parler  est  jusliliée,  l/e.x- 
tériorité,   quand  on  l'affiime  de  (piebjne  cbos«',  est  un  attribut 
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de  cette  chose,  et  implique  une  référence  à  quelque  autre  chose. 
Dans  cette  mesure,  donc,  rcxtérioritc  est  analogue  aux  autres 
relations;  or  c'est  seulement  dans  cette  mesure  qu'elle  a  été 
regardée  comme  une  relation  dans  nos  raisonnements  précé- 
dents. Mais  lorsqu'on  tient  compte  d'autres  qualités  des  rela- 
tions, l'extériorité  commence  à  paraître,  non  plus  comme  une 
relation,  mais  plutôt  comme  une  face  ou  un  élément  nécessaire 
de  toute  relation.  Et  cela  est  confirmé  par  le  fait  qu'une  forme 
d'extériorité  donnée  est  nécessaire  à  l'existence  de  relations 
quelconques. 

Toute  relation,  pouvons-nous  dire,  implique  une  diversité 
entre  ses  termes,  mais  aussi  quelque  unité.  La  pure  diversité 
ne  fournit  pas  de  fondement  pour  cette  action  réciproque  et  cette 
muLuellc  dépendance  qu'exige  une  relation.  La  pure  unité  rend 
les  termes  identiques,  et  détruit  ainsi  la  référence  de  l'un  à 
l'autre  qu'exige  la  relation.  La  pure  extériorité,  prise  abstrai- 
tement, fournit  seulement  l'élément  de  diversité  que  requiert 
la  relation,  et  est  partant  plus  abstraite  qu'aucune  relation  ac- 
tuelle. Mais  la  pure  diversité  ne  donne  pas  ce  tout  indivisible 
que  constitue  nécessairement  toute  relation  actuelle,  et  par 
suite,  lorsqu'on  la  regarde  abstraitement,  elle  n'est  pas  sujette 
aux  conditions  restrictives  des  relations  ordinaires. 

Mais  avec  la  diversité  pure,  il  semble  que  nous  soyons 
revenus  à  l'espace  vide,  et  que  nous  ayons  abandonné  l'ordre 
spatial.  Assurément,  la  diversité  pure  ne  peut  qu'être  complète 
ou  ne  pas  exister  :  parler  de  degrés  de  diversité,  ou  d'une  me- 
sure quantitative  de  la  diversité,  est  un  non-sens.  On  ne  peut 
donc  pas  réduire  l'ordre  spatial  à  la  diversité  pure.  Si  deux 
choses  occupent  des  positions  diflercntes  dans  l'espace,  elles 
sont  nécessairement  dilTérentes,  mais  elles  sont  aussi  nécessai- 
rement quelque  chose  de  plus,  car  autrement  l'ordre  spatial 
perdrait  toute  signification. 

Ainsi  l'espace  vide,  entendu  au  sens  précédent,  comme 
la  possibilité  de  relations  spatiales,  ne  contient  qu'une  seule 
face  de  la  relation,  à  savoir  la  face  de  la  diversité;  mais  l'ordre 
spatial,  par  sa  référence  à  la  matière,  est  plus  concret  et  con- 
tient,  en   outre,   un  élément  d'unité  qui  provient  de  la  con- 
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ncxion  des  difTércnts  alomos  matôriels.  L'ordro  spatial  consiste 
donc  en  relations  au  sens  ordinaire;  mais  son  «'lénient  pure- 
ment spatial  (si  l'on  ptMit  faire  une  h'ilc  dislinrtion  ),  c'est-à-dire 
r/'lément  (pi'on  peut,  en  faisant  abstraction  de  la  matirre,  re- 
g^arder  comme  constituant  l'espace  vide,  n'est  (pi^nie  face  d'une 
relation,  mais  une  face  (jui,  dans  \c  concret,  doit  être  insépa- 
rablement lire  avec  l'autre  face,  ('/est  là,  encon*  une  fois,  que 
nous  voyous  le  principe  des  contradictions  iiduTiMitcs  à  l'espace 
vide,  et  la  raison  j)our  lacpiclle  l'ordre  spatial  est  exempt  de  ces 
contradictions. 

Conclusion. 

209.  Maintenant  rpie  nous  avons  achev/'  notre  examen  des 
fondements  de  la  Ciéomctrie.  il  sera  bon,  avant  de  quitter  le 
suj<'t,  d(^  revoir  et  de  récapituler  brièvement  les  résultats  «pie 
nous  avons  obtenus. 

Dans  le  premier  Cbapitre,  nous  avons  étudié  le  dévelop- 
pement d'une  brancbe  des  Matbématiques,  <|ui  n'était  destinée 
primiliveuient  qu'à  établir  l'indépendance  loi^iipie  de  l'axiome 
euclidien  des  paiallèb-s,  et  la  possibilité  d'une  (îéomélrie  cofi- 
séquente  avec  elle-même  édifiée  sans  cet  axiome.  Nous  avons  vu 
le  développement  ultérieur  du  sujet  s'embarrasser,  jxuirjpielcpie 
tenq)s,  dans  les  controverses  ]ibilosoplii(pies;  ayant  moFitré 
qu'un  axiome  était  superllu,  les  <j;éométres  de  la  seconde  pé- 
riode espéraient  prouver  la  même  cliose  de  tons  l«»s  autres,  mais 
ils  ne  réussirent  pas  à  construire  un  sysléuie  aiVraucbi  des  trois 
axiomes  fondamentaux.  Comme  ils  s'occupaient  de  («éométrie 
analvtique  et  métri«pie,  ils  l«*ndaient  à  considérer  l'Ali^ébre 
comme  a  priori,  et  croyaient  (pie  les  pro|)riétés  des  {grandeurs 
spatiales  qui  ne  p<'uvent  se  déduire  des  lois  de  l'Al^M'bre  sont 
nécessairement  empirirpies.  Dans  tout  cela,  ils  visaient  autant  à 
discréditer  Kant  «pi'à  faire  avancer  les  Matbématiques.  Mais, 
avec  la  troisième  période,  l'intiMét  pour  la  IMiiiosopbie  diminue, 
l'opposition  à  l'jiclide  devient  moins  mar<piée  v[,  ce  qui  est  le 
plus  important  de  tout,  la  nn'sure  n'est  plus  rt'^Mrdée  comme 
fondamenlab'  et  l'on  traite  l'espace  par  la  métbode  descriptive 
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plutôt  que  par  la  méthode  quantitative.  Néanmoins,  tous  les 
géomètres  conservèrent  encore  trois  axiomes,  les  mêmes,  en 
substance,  que  ceux  que  l'on  avait  conservés  dans  la  seconde 
période. 

Dans  le  second  Chapitre,  nous  avons  essayé,  en  critiquant 
quelques  philosophics  de  la  Géométrie,  de  préparer  le  terrain 
pour  une  théorie  constructive  de  la  Géométrie.  Nous  avons  vu 
que  Kant,  en  appliquant  Targument  de  l'Esthétique  transcen- 
dantalc  à  Fespace,  est  allé  trop  loin,  puisque  la  portée  logique 
de  cet  argument  ne  s'étend  qu'à  une   forme  d'extériorité  en 
général.  Nous  avons  vu  que  Riemann,  Helmholtz  et  Erdmann, 
égarés  par  leur  tendance  quantitative,  ont  négligé  le  substra- 
lum  (jualilalif,  que  requièrent  tous  les  jugements  de  grandeur 
et  ont  ainsi  méconnu  la  direction  dans  laquelle  on  devait  trouver 
les  axiomes  nécessaires  de  la  Géométrie.  Nous  avons  aussi  re- 
jeté l'opinion  de  Helmholtz  suivant  laquelle  la  Géométrie  dé- 
pendrait de  la  Physique,  parce  que  nous  nous  sommes  aperçus 
que  la  Physique,  pour  devenir  possible,  présuppose  nécessaire- 
ment la  connaissance  de  la  Géométrie.  Mais  nous  avons  admis, 
en  Géométrie,  une  référence  à  la  matière;  non  pas,  sans  doute, 
à  la  matière  empiriquement  connue  de  la  Physique,  mais  aune 
matière  plus  abstraite,  dont  la  seule  fonction  est  d'apparaître 
dans  l'espace  et  de  fournir  des  termes  aux  relations  spatiales. 
A  coté  de  cela,  pourtant,  nous  avons  admis  que  toute  mesure 
actuelle  ne  peut  s'cfTectucr  qu'au  moyen  d'une  matière  actuelle, 
et  n'est  possible  qu'empiriquement,  par  la  connaissance  empi- 
rique de  corps  approximativement  rigides.  En  critiquant  Lotze, 
nous  avons  vu  que  le  sens  le  plus  important  dans  lequel  les 
espaces  non-euclidiens  soient  possibles,  est  le   sens  philoso- 
phique, à  savoir  qu'ils  ne  peuvent  être  condamnés  par  aucun 
argument  a  priori  fondé  sur  la  nécessité  de  l'espace  pour  l'ex- 
périence, et  que,  par  conséquent,  si  l'on  n'en  affirme  pas  l'exis- 
tence, ce  ne  peut  être  que  pour  des  raisons  empiriques.  Quant 
aux  objections  que  Lotze  adresse  aux  procédés  mathématiques 
de  la  Métagéométrie,  elles  nous  ont  paru  être  entièrement  dues 
à  l'ignorance  du  sujet. 

Passant,  dans  le  troisième  Chapitre,  à  une  théorie  construc- 
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tive  de  la  Géométrie,  nous  avons  vu  (jiie  la  CK-ométrie  projec- 
tive,  qui  n'a  aucune  référence  à  la  ^Mandcui-,  est  nécessairement 
vraie  de  toute  forme  d'extériorité.  Ses  trois  axiomes  (liomogé- 
néité,  dimensions  et  lijjne  droite)  ont  été  tous  déduits  du  con- 
cept d'une  forme  d'extériorité  et  ont  été  tous  déclaiés  d  priori, 
attendu  (pi'une  telle  forme  est  nécessaire  à  l'expérience.  Dans 
la  Géon^(L'trie  métricpie,  au  contraire,  nous  avons  trouvé  un 
élément  empiri(jue,  (jui  naît  de  raltcrnative  entn,'  les  espaces 
euclidien  et  non-euclidiens.  11  subsistait  «'ucor»'  trois  axiomes 
a  priori  communs  à  ces  espaces  et  (pii  sont  les  conditions 
nécessaires  de  la  possibilité  de  la  mesure;  ce  sont  :  l'axiome 
de  Libre  Mobilité,  Taxiome  sui\anl  l('(ju«'l  l'espace  a  un 
nombre  entier  fini  de  dimensions,  et  l'axiome  de  la  distanc*'. 
A  part  l'idée  nouvelle  du  mouvement,  ceux-ci  nous  ont  paru 
équivalents  aux  trois  axiomes  projectifs  et,  par  suite,  nécessai- 
rement vrais  de  toute  forme  d'extériorité.  Mais  les  autres 
axiomes  d'Euclide  (l'axiome  des  trois  dimensions,  l'axiome 
suivant  lequel  deux  lignes  droites  ne  peuvent  jamais  enfermer 
un  espace,  et  l'axiome  des  parallèles)  ont  été  rej^^ardés  comme 
des  lois  empiriques  cjui  dérivent  de  l'élude  et  de  la  mesure  de 
notre  espace  actuel,  et  qui  ne  sont  vraies,  en  ce  (pii  concerne  les 
deux  derniers,  que  dans  les  limites  des  erreurs  d'observation. 
Dans  le  dernier  (^bapitnî,  nous  avons  com[)lété  notre  dé- 
monstration de  l'aprioritédes  axiomes  projectifs  et  des  axiomes 
métriques  équivalents,  en  montrant  la  nécessité,  j)our  l'expé- 
rience, d'une  forme  d'extériorité  (pii  soit  donnée  pai-  la  sensa- 
tion ou  l'intuition,  et  (pii  ne  soit  pas  sinq)lemenl  inférée  d'autres 
dotmées.  Sans  cela,  avons-nous  dit,  on  ne  pourrait  pas  avoir  la 
connaissance  de  choses  différentes  mais  en  relation  réciproque, 
qui  est  la  pierre  angulaire  de  toute  expérience.  Knfin,  nous 
avons  discuté  les  contradictions  cjui  naissent  de  la  relativité  et 
de  la  conliimité  de  l'espace,  et  essayé  de  les  résoudre  par  une 
référence  à  la  matière.  Cette  matière,  selon  nous,  doit  consister 
en  atomes  inétendus,  localisés  par  leurs  relations  spatiales,  et 
apparaissant,  en  (îéométrie,  sous  forme  de  points.  Mais  les 
attributs  non  spatiaux  de  la  matière,  avons-nous  soutenu,  ne 
relèvent  pas  de  la  Géouiétrie,  et  ses  propriétés  causales  peuvent 
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être  laissées  de  côté.  Pour  élucider  les  nouvelles  contradictions 
qu'implique  cette  notion  de  la  jnatière,  il  faudrait  un  autre 
ouvrage,  qui  nous  conduirait,  en  passant  par  la  Cinématique, 
dans  le  domaine  de  la  Dynami(jue  et  delà  JMiysiquc.  Mais  nous 
n'avions  à  discuter  (jue  les  difficultés  spéciales  de  l'espace,  et 
c'est  tout  ce  que  nous  pouvions  faire  dans  un  essai  sur  les  fonde- 
ments de  la  Géométrie. 


LEMULE  IMIILOSOPIIKJIJE  ('), 
Pah  m.  l.  colïlkat. 


ACCIDE.NT,    voir  Si  IISTV.NC.K. 

Vmlytk^lk,  S\  ntjii  TiotE.  —  l  11  j iii,'tMiienl  :  «  A  v>l  H  »  est 
dit  analytique,  quand  le  prédical  B  est  contenu  iniplicilcmenl 
dans  le  sujet  A,  et  peut  en  être  dé<,'a<,'é  par  une  simple  analysr 
logique;  plus  exaclenicnl.  quand  le  concept  H  fait  pailie  «le  la 
compréhension  du  concept  A.  Il  est  dit  synllirti(/un  dans  le  cas 
contraire,  quand  le  sujet  n'implique  pas  le  prédicat,  ou  (piantl  le 
prédicat  n'est  pas  inhérent  au  sujet.  D'une  manière  générale,  un 
jugement  est  analyti(fuc  lorsque  le  prédicat  est  uni  au  sujet  par 
une  identité  parlieile;  aussi  le  fondement  de  tous  les  jugements 
analytiques  est-il  le  principe  fV idcnlitc  ou  le  principe  de  con- 
tradiction. Par  suite,  on  a  un  critérium  commode  et  sur  pour 
reconnaître  si  un  jugement  est  analjti(|ue  ou  synthétique  :  il  est 
analytique,  si  sa  négation  implique  une  contradiction  intrinsèque  ou 
entraîne  des  conséquences  contradictoires  entre  elles;  dans  le  cas 
contraire,  il  est  sjnthéli(p»e.  Ainsi  le  loudement  des  jugements  svn- 
th«''tiques  ne  peut  pas  être  un  des  piincipes  logiques  précités,  mais 
doit  être  lui-même  un  principe  svnlhéli«jue.  H  faut  lji<'n  remarquer, 
en  eflet,  (|ue  pour  qu'un  jugement  soit  analvti(pie,  il  ne  suffit  pas 
qu'il  puisse  se  déduire  logiquement  d'autres  jugements,  et,  en  der- 
nière analyse,  de  quelques  [)rincipes  admis  comme  évidents;  il  faut 
que  ces  principes  eux-mêmes  soient  analytiques,  sinon,  toutes  leurs 
conséquences  logiques  sont  synthétiques  comme  eux.  C'est  pour({uoi 
Kant  a  pu  soutenir  que  tous  les  jugements  mathé-malitpies  sont  ^vn- 
thétiques.  Comme  exemple  de  jugement  analytique,  il  cite  celui-ci  : 
«  Tous  les  corps  sont  étendus  )>,  et  comme  exemple  de  jugement 
synthétique  celui-ci  :  «  Tous  les  corps  sont  pesants  »,  attendu  que 
les  corps  possèdent  par  essence  ou  par  délinition  l'étendue,  mais  non 


(')  Un  aslcriâquc  *  reuvoic  à  larliclc  du  Lexiijue  qui  cyl  cutiAiicrc  au   iiiul   prt'- 
cèdent. 
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le  poids.  {Cf.  Critique  de  la  raison  pare,    Inlroduclion,  §  IV,  et 
Prolégomènes  à  toute  Métaphysique  future^  Avant-propos,  §  2.) 

Al'ODlCTIQlTE,   voir  AsSEUTOKlQUE. 

A  ruiORi,  Empirique.  —  Une  connaissance  est  dite  empirique 
quand  elle  provient  de  l'expérience,  c'est-à-dire  de  la  sensation  et  de 
la  perception,  ainsi  que  des  opérations  intellectuelles  qui  ne  font 
(ju'élaborer  les  données  des  sens  (mémoire,  association,  abstraction, 
généralisation).  Elle  est  dite  a  priori,  quand  elle  est  indépendante 
de  l'expérience.  Par  opposition,  la  connaissance  empirique  est  par- 
lois  appelée  a  posteriori.  Il  faut  bien  prendre  garde  que  ces 
termes  n'indiquent  pas  une  priorité  ou  une  postériorité  chronolo- 
giques, mais  siniplcment  logiques.  Kant  reconnaît  expressément 
que  «  toute  notre  connaissance  commence  rttvc  l'expérience  ».  Mais 
il  soutient  néanmoins  qu'  <(  elle  ne  résulte  pas  pour  cela  tout  entière 
de  l'expérience  ».  Aussi  son  critérium  de  lapriorilé  est-il  purement 
logique  :  une  connaissance  unUerselle  et  nécessaire*  ne  peut, 
suivant  lui,  venir  de  l'expérience,  et  est  j)ar  conséquent  a  priori. 
[Critique  de  la  raison  pure,  Introduction,  §§  I  et  II.) 

L'Auteur  a  exposé  lui-même  (§  o)  son  critérium  de  l'apriorilé, 
analogue  à  celui  de  Kant,  mais  plus  rigoureux  et  plus  précis  :  est 
a  priori,  pour  lui,  toute  connaissance  nécessaire  à  l'expérience, 
c'est-à-dire  sans  laquelle  l'expérience  ne  serait  pas  possible  (c/".  le 
mot  Esthétiqie).  Comme  il  ne  s'agit  pas  d'une  antériorité  chrono- 
logique de  Va  p/lori  pùv  rapport  à  l'expérience,  on  comprend  que  la 
question  ne  puisse  se  résoudre  ni  par  l'expérience  interne  (observa- 
tion de  conscience),  ni  par  l'expérience  externe  (étude  historique  et 
descriptive  de  l'ésolution  mentale  de  l'individu  ou  de  la  race). 
C'est  pourquoi,  selon  l'Auteur,  la  Psvchologie  est  radicalement 
incompétente  pour  résoudre  le  problème  de  Va  priori,  qui  relève 
uniquement  de  rEpislémologie*.  La  question  ne  se  pose  d'ailleurs 
que  pour  les  jugements  synthétiques*,  car  tout  jugement  analytique* 
est  essentiellement  a  priori. 

AssKRTORiQtK,  ApoDicTiQUE.  —  Au  poiut  dc  vuc  dc  la  modalité,  les 
jugements  se  divisent  en  problématiques,  assertorlcjues  et  apodlc- 
tlques  (àzoss'.y.T'.xdç,  de  à-éoî'.H'.ç  =  démonstration).  Les  jugements 
problémati(pjes  sont  ceux  dont  l'affirmation  est  conçue  comme  sim- 
plement/^OAi/^/c.  Les  jugements  assertoriques  sont  ceux  dont  l'affir- 
mation est  conçue  comme  vraie,  comme  correspondant  à  la  réalité; 
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c'esl  ce  qu'on  appelle  los  vrrités  de  fait.  Les  juj^eincnls  apodicliques 
sont  ceux  dont  l'aKiinndioii  est  conçue  comme  nécessaire* ,  d<' 
sorte  que  l'affirmation  contraire  est  considérée  comme  impossible. 
A  ces  trois  espèces  de  juj^eincnts  correspondent  les  trois  catéfrories 
ou  concepts  a  priori  de  la  modalité,  c'est-à-dire  les  trois  degrés  de 
toute  affirmation  :  la  possihitité,  la  réalité  et  la  nécessité.  <^es  trois 
modes  dcldi  pensée  s'applicpuni  à  tous  nos  jugements;  ils  expriment, 
non  pas  une  qualité  de  cluKjm-  ohjel  d'ex|)érience,  mais  seulement 
son  rapport  à  notre  faculté  de  connaître,  luilrcmenl  dit,  la  manière 
dont  nous  connaissons  son  existence  et  la  mesure  dans  laquelle  noun 
pouvons  l'affirmer. 

Empiuique,  voir  A  l'uioui. 

Épistémologie  (en  anglais  :  l'Jpistcmology).  -  Ce  terme,  qui 
signifie  étymologiquement  théorie  des  Sciences  {ir.'.z-r^\i.r,^  Kivz;), 
correspond  au  mot  allemand  Erkenntnisslheorie  ou  ErAennt- 
nisslelire  (Théorie  de  la  connaissance)  et  à  l'expression  française 
Philosophie  des  Sciences. 

Il  désigne  une  partie  fondamentale  de  la  Philosophie,  que  l'on 
confond  à  tort,  en  France,  avec  la  Psychologie  ou  avec  la  Logique. 
Elle  se  distingue  de  la  Psychologie  en  ce  qu'elle  est,  comme  la 
Logique,  une  science  normative  {Wvinàl).,  c'est-à-dire  qu'elle  a  pour 
objet,  non  les  lois  empiriques  de  la  pensée  telle  qu'elle  existe  en 
fait,  mélange  de  vérité  et  d'erreur,  mais  les  lois  idéales  (règles 
ou  normes)  auxquelles  la  pensée  doit  se  conformer  pour  être 
correcte  et  vraie.  Elle  se  distingue  de  la  Logique  formelle  en  ce 
que  celle-ci  étudie  les  règles  formelles  ou  les  principes  directeurs 
auxquels  la  pensée  doit  obéir  pour  être  conséquente  et  rester 
d'accord  avec  elle-même,  tandis  (jue  l'Epistémologie  recherche  les 
principes  constitutifs  de  la  pensée,  qui  lui  fournissent  un  point 
de  départ  et  un  contenu  réel  et  lui  assurent  une  valeur  objective*. 
Enfin,  elle  se  distingue  de  la  Logique  appliquée  ou  Méthodologie  en 
ce  que  celle-ci  étudie  les  méthodes  propres  aux  divers  sciences,  tandis 
que  l'Epistémologie  recherche  les  principes  (axiomes,  hypothèses 
ou  postulats)  qui  leur  servent  de  fondement,  et  en  discute  la  valeur 
et  l'origine  (enqjirique ou  rt/>/70//*).  En  résumé,  l'Epistémologie  est 
la  théorie  de  la  connaissance  appuyée  sur  l'étude  critique  des  Sciences, 
ou,  d'un  mot,  la  Critique  telle  que  Kanl  l'a  définie  et  fondée. 

EsTHÉTiQLK    TRAMSCENDA.NTALE.    —   C'esl  Ic  titre  dc  la  première 
R.  17 
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partie  île  la  Critique  de  la  raison  pure.  Kanl  appelle  transcen- 
dant tout  ce  qui  est  relatif  aux  clioses  en  soi,  ou  ce  qui  dépasse  Je 
domaine  des  phénomènes.  II  appelle  transcendantal  tout  ce 
qui  est  relatif  aux  éléments  a  priori*  de  la  connaissance,  ou  ce 
qui  dépasse  les  données  de  l'expérience  (des  sens).  Il  appelle 
donc  Philosophie  transcendantale  le  système  de  tous  les  prin- 
cipes a  priori  de  la  connaissance,  dont  la  recherche  et  la  vérifi- 
cation constituent  la  criti(|ue  de  la  raison  pure  (spéculative). 
Cette  vérification  ou  justification  des  principes  a  priori  i'  eïïeclwe  par 
la  déduction  transcendantale ,  qui  consiste  à  démontrer  que  le 
principe  (ou  le  concept,  ou  la  forme)  en  question  est  une  condition 
nécessaire  de  toute  expérience  possible,  et  par  conséquent  est  a 
priori* .  Comme  il  v  a  deux  facultés  de  connaître,  l'entendement  et 
la  sensil)ilité  (les  sens),  la  Criticjue  se  divise  en  une  théorie  de 
l'entendement,  qui  est  la  Logique  transcendantale .,  et  une  théorie 
de  la  sensibilité,  (\\n  eslV  EstJié  tique  transcendantale  {y.\'^r~.v/,r^,  àe 
aîffOT;^'?  =^  sensation).  Celle-ci  a  pour  objet  d'établir  que  toutes  les 
données  des  sens  sont  soumises  à  deux  formes  a  priori,  qui  sont 
l'espace  et  le  temps.  Elle  est  donc  la  théorie  des  formes  a  priori  de 
la  sensibilité,  et  n'a  rien  de  commun  avec  ce  qu'on  entend  aujourd'hui 
par  Esthéticjue^  à  savoir  la  théorie  du  beau  et  de  l'art. 

Hypothétique.  —  Un  jugement  hypothétique  est  un  jugement 
complexe  qui  se  compose  de  deux  jugements  simples,  et  qui  affirme 
que  le  premier  est  la  condition  du  second,  de  sorte  que  la  vérité  du 
pi'emlei"  entraîne  celle  du  second.  11  a  en  général  la  forme  suivante  : 
«  Si  A  est  vrai,  B  est  vrai.  »  Le  jugement  A  s'appelle  V hypothèse  ou 
V antécédent ,  le  jugement  B,  la  thèse  ou  le  consécjuent.  Le  juge- 
ment hypothétique  n'affirme  ni  A,  ni  B,  mais  seulement  la  connexion 
de  A  et  de  B,  la  dépendance  de  B  par  rapport  à  A.  Il  se  distingue 
ainsi  du  jugement  catégorique,  qui  consisterait,  par  exemple,  à 
affirmer  A  ou  B  sans  condition.  D'autre  part,  un  jugement  hypothé- 
tique peut  être  apodictique*,  c'est-à-dire  affirmer  une  liaison  néces- 
saire* entre  les  deux  jugements  A  et  B;  c'est  ce  qui  a  lieu,  notam- 
ment, si  B  est  une  conséquence  logique  (analytique*)  de  A.  Il  ne 
s'ensuit  pas  que  le  conséquent  B  soit  lui-même  un  jugement  apo- 
dictique (nécessaire)  ni  même  asserlorique  (vrai).  Il  n'est  qu'hy- 
pothétiquement  nécessaire,  c'est-à-dire  sous  la  condition  que  l'anté- 
cédent A  soit  vrai.  C'est  là  ce  que  signifie  cette  assertion  de  l'auteur, 
que  «  toute  nécessité  est  hypothétique  »  (§  6). 
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Nécessaire.  —  Ce  mol  a  en  Philosophie  un  sens  très  fort  et  très 
précis;  il  s'appli(|iie,  soit  aux  êtres  ou  ol)jfls,  soit  aux  vérités  ou  juge- 
ments. Un  être  nécessaire  est  cehji  (|ui  ne  peut  pas  iil-  pas  être; 
l'eiislence  nécessaire  exchit  toute  j)ossibililt'  de  non-existence,  et 
par  suite  est  éternelle.  L'ne  vérité  nécessaire  est  une  pn)posilion  qui 
ne  peut  pas  ne  pas  être  vraie,  dont  le  contraire  est  impossible  ou 
inconcevable,  ce  (|ui  ne  veut  pas  toujours  dire  contradictoire  :  en 
efl'el,  la  nég^alion  (run  juj^cinenl  aiialjti(|ue  c.sl  sonlc  cou tradictoire ; 
la  négation  d'un  ju<;cinent  sjnthéti(pie  nécessaire  est  simplement 
absurde.  Tout  jugement  analvtiijue  est  donc  nécessaire;  un  juge- 
ment svnihétique,  au  contraire,  peut  être  nécessaire  ou  ne  pas 
l'être;  mais  s'il  l'est,  il  doit,  selon  Kant,  être  ii  priori*.  Chez  les 
philosophes  classi(|ues,  les  jugements  n«''e<'ssaires  s'apjxdlent  souvent 
des  rrrih's  ('lerncllrs,  par  analogie  avec  l'être  nécessaire.  Pour  la 
nécessité  hypothétique.,  voir  ce  dernier  mot. 

Objectif,  voir  Subjectif. 

ScBJECTiF,  Objectif.  —  En  Psychologie,  on  appelle  objet  tout  ce 
qui  est  connu  ou  pex'çu,  et  sujet  ce  qui  connaît  ou  perçoit.  Cette 
distinction  ne  coïncide  pas  avec  celle  qui  est  courante  en  Physio- 
logie, où  le  sujet  désigne  le  corps  de  l'individu  qui  perçoit,  et 
Vobjet,  les  corps  extérieurs.  Pour  la  l^sychologie,  le  corps  du  sujet 
est  encore  \\n  objet.,  attendu  qu'il  ne  lui  est  connu  que  par  les 
sensations  qu'il  lui  fait  éprouver;  le  sujet  est  essenti<'llement  la 
conscience,  le  moi  sentant  et  j)ensant.  Par  suite,  tout  ce  (pii  réside 
dans  la  conscience  est  subjectif,  et  cela  seulement,  à  savoir  les  phé- 
nomènes psychologiques;  tout  ce  qui  se  passe  dans  le  corps  du  sujet 
ou  dans  les  autres  corps  est  objectif  :  tels  sont  notamment  tous  les 
phénomènes  physiologiques. 

De  cette  distinction  en  dérive  une  autre,  qui  est  celle  de  l'Auteur 
(§  2)  :  on  appellera  une  donnée  subjective  ou  objective ,  suivant 
qu'elle  a  une  origine  subjective  ou  objective,  c'est-à-dire  suivant 
qu'elle  provient  de  la  conscience  et  de  la  réflexion  du  sujet,  ou  bien 
de  la  sensation,  de  la  perception  dite  extérieure,  |)arc('  (pi'elle  a 
pour  objet  les  corps  extérieurs. 

Enfin,  quand  on  parle  delà  valeur  ou  de  la  \ior\.éc  objective  d'une 
pensée  ou  d'une  connaissance,  on  entend  par  là  qu'elle  a  un  objet 
ou  qu'elle  correspond  à  une  réalité.  On  a  traduit  par  celte  expres- 
sion la  locution  anglaise  «  existential  imporl  »,  (jui  signilie  que  la 
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connaissance  en  queslion  porte  sur  un  objet  réel,  qu'elle  en  affirme 
ou  en  implique  Vexistence.  Ainsi,  la  Géométrie  n'a  qu'une  portée 
idéale  ou  subjective,  tant  qu'elle  spécule  sur  les  figures  abstraites 
construites  par  l'imagination  ;  mais  elle  a  une  portée  réelle  ou  objec- 
tive, dès  qu'elle  s'applique  aux  figures  concrètes  données  dans  l'ex- 
périence, c'est-à-dire  aux  corps  matériels  qu'étudie  la  Plijsique. 

Substance,  Accident.  —  Ces  termes  sont  employés  par  l'Auteur 
dans  leur  sens  scolastique,  qui  vient  d'Aristote.  On  di^y^eWe  substance 
ce  qui  existe  en  soi,  c'est-à-dire  le  support  ou  subsli'atuni  réel  des 
pliénomèncs.  On  a^^eWe  accident,  au  contraire,  tout  ce  qui  n'existe 
qu'en  autre  cliose,  c'est-à-dire  les  propriétés  ou  qualités  de  la  sub- 
stance. Au  point  de  vue  logique,  la  substance  est  le  sujet  dont  les 
accidents  sont  les  divers  attributs;  en  grammaire,  la  substance  est  gé- 
néralement représentée  par  le  substantif,  et  l'accident  par  V adjectif 
(dit  qualificatif).  Aussi  a-t-on  traduit  le  mot  anglais  a  adjectivey> 
tantôt  par  attribut,  tantôt  par  accident.  En  Physique,  la  substance 
des  corps  est  la  matière  ou  masse;  les  accidents  sont  toutes  leurs 
propriétés  mécaniques  (vitesse,  accélération,  force  vive),  physiques 
(poids,  élasticité,  température,  potentiel  électrique)  et  sensibles 
(couleur,  son,  odeur,  saveur).  Demander  si  l'espace  est  une  sub- 
stance ou  un  accident,  c'est  demander  s'il  existe  par  lui-même,  s'il  a 
une  réalité  propre,  indépendante  des  corps  qui  l'occupent,  ou  s'il 
n'est  qu'une  propriété  commune  de  ces  corps  (leur  étendue)  ou 
encore  une  relation  entre  eux  (leur  ordre). 

Synthétique,  voir  Analytique. 

Transcendant,  Transcendantal,  voir  Esthétique. 
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Par  L'AUTEUR. 


CoLLi>ÉATio\.  ^  Ce  terme  est  le  nom  général  de  toutes  les  opé- 
rations qui  transforment  une  figure  donnée  en  une  figure  projecti- 
vement  semblable.  Une  collinéalion  équivaut  à  une  ou  plusieurs 
transformations  projectives  [voir  §§  109,  110,  lli).  Ainsi,  deux 
figures  qui  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  par  coUinéation  ne 
diflerenl,  au  point  de  vue  projectif,  que  par  la  position;  leur  rela- 
tion est  analogue  à  celle  des  figures  congruenlcs  en  Géométrie  mé- 
trique. De  même  qu'une  transformation  par  le  mouvement  laisse 
invariables  les  propriétés  métriques,  de  même  une  transformation 
par  coUinéation  laisse  invariables  les  propriétés  projectives.  Et 
puisque,  quand  les  propriétés  métriques  sont  invariables,  les  pro- 
priétés projectives  le  sont  aussi,  une  transformation  par  mouvement 
est  un  cas  particulier  de  coUinéation. 

Mathématiquement,  une  coUinéation  est  une  transformation 
linéaire  de  tous  les  éléments  de  la  figure  :  points,  lignes,  plans,  sui- 
vant le  cas.  Ainsi,  dans  l'espace  à  n  dimensions,  soient  Xi,  x^,  . . ,, 
^Hi  -^«4-1  les  coordonnées  homogènes  d'un  élément  de  la  figure,  et 
x\^  x'^^  ...,  x\^,  ^n^\  1^^  coordonnées  de  l'élément  correspondant 
de  la  figure  transformée,  la  coUinéation  la  plus  générale  est  donnée 
par  les  (n  -f- 1)  équations 

par'j  =    a^^xXy    -H    ai,ja-i    -+-... -f-    a^^n^n    -f- ^  »,«-+- i^n-j-i. 
•, » 

où  le  déterminant  |  aij  \  ne  doit  pas  être  nul. 

CoMcauENCE.  —  Ce  terme  peut  se  prendre  en  deux  sens  :  i"  On 
peut  dire  que  deux  figures  sont  congruentes,  lorsqu'elles  concordent 
exactement  dans  toutes  leurs  propriétés  métriques,  c'est-à-dire  lors- 
qu'elles diffèrent  seulement  de  position  ;  a"  Toutes  les  fois  que  deux 
figures  sont  congruentes  dans  le  premier  sens,  elles  peuvent  élre 
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superposées  de  manière  à  occuper  exactement  le  même  es|)ace.  Cette 
superposition  est  le  critérium  de  Tcgalité  spatiale;  ainsi,  dans  le 
second  sens,  deux  figures  ne  sont  dites  congruentes  que  cpiand  elles 
sont  actuellement  superposées. 

Toutes  les  fois  (pie  deux  figures  sont  congruentes  dans  le  premier 
sens,  on  peut,  par  un  simple  di'placemcnl,  les  rendre  congruentes 
dans  le  second  sens.  C'est  dans  le  second  sens  (pie  la  coiigruence  est 
un  critérium  d'égalité  spatiale.  J'ai  emplové  ce  mot  dans  les  deux 
sens,  qui  sont  faciles  à  distinguer  par  le  contexte. 

Constante  spatiale.  —  La  constante  spatiale  est  une  certaine 
constante  impliquée  dans  toutes  les  équations  non-euclidiennes  qui 
contiennent  des  distances,  de  même  que  la  constante  quatre  angles 
droits  est  impliquée  dans  toutes  les  équations  euclidiennes  et  non- 
euclidiennes  qui  contiennent  des  angles.  On  doit  observer  que,  dans 
les  Géomélries  non-euclidiennes,  la  formule  de  la  dislance  en  fonc- 
tion des  coordonnées  n'est  pas,  comme  dans  la  Géométrie  eucli- 
dienne, une  formule  quadraticjue,  mais  une  formule  qui  donne  le 
cosinus  ou  le  cosinus  hyperbolique  du  rapport  de  la  dislance  à  une 
certaine  distance  fondamentale.  Ainsi,  si  l'équation  de  l'Absolu  est 


'^xx  étant  une  forme  quadratique,  et  si  l'on  écrit  S^x'  pour  la  forme 
polaire,  la  distance  D  des  deux  points  x^  x'  sera  donné  par  les  for- 
mules suivantes  : 

Dans  la  Géométrie  elliptique  et  spliérique  : 

COS  — 


'  V  •-'XX.  ^x' x' 

Dans  la  Géométrie  hyperbolique  : 


COS A  ~-  = 


'J  ^xx' 


Y  i/v        V    ,    , 

'  V  '^xx.  '-'x  X 

La  quantité  y  impliquée  dans  ces  deux  équations  peut  être  définie 
comme  la  constante  spatiale.  Mais  comme  la  quantité  —  dans  le  pre- 
mier cas,  et  —  ~  dans  le  second,  est  celle  qu'on  a  appelée  courbure 

totale  dans  la  période  métrique,  c'est  elle,  et  non  y,  que  j'ai  appelée 
constante  spatiale. 

Celle  quantité  dérive  de  la  formule  de  l'arc  infiniment  petit  parla 
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même  formule  que  Gauss  a  donnée  pour  la  courbure  totale  d'une 
surface,  el  c'est  pourijuni  on  a  l'Iiahilude  de  considérer  les  espaces 
non-euclidiens  comme  avant  une  courbure.  Dans  la  (iéonu'lrie  ellip- 
tique el  sphérique,  si  Ton  fait  coïncider  j"  et  jr',  on  trouve 

D 

COS  —    —  I , 

d  ou 

D  —  ». /iTtY» 

n  étant  o  ou  un  nombre  entier.  Ainsi  la  longueur  d'une  liyne  droite 
compl«"'le  est  utt'  en  Géométrie  sphéri(|ue,  ou  tt/  en  GéoméMrie 
ellipti<|ue,  puisque,  dans  c<'lle  dernière,  I»?  point  x  est  le  ménje  (|ue 
le  point  — X.  Dans  la  (jéonit'lrie  hvperbolique ,  on  ne  peut  pas 
donner  à  la  constante  spatiale  un  pareil  sens  simple. 

CouiiBciiE.  —   \  oici   la  formule;  de  Gauss  pour  la  courbure  d'une 
surface  telle  qu'elle  dérive  de  la  formule  de  l'arc  infiniment  petit. 
Supposons  l'arc  donné  par  la  formule 

ds^=  Edp--^  iFdpdq  -<-  Gdq-, 

p,  q  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  el 
E,  F,  G  des  fonctions  de/>  el  q.  Alors,  la  courbure  est  la  quantité  k 
déterminée  par  la  formule 

4  (  EG  —  FMA  =  E 2  — -\    - 

L()<7  Oq  ()p   Oq         \0p  I     I 

^Tt^E  ôÇ.       (>E  (>G         'Se  dV        ,dY  <>F  ôV  <>G  | 

ydp   dq  Oq    dp  ()q  Oq  Op   Oq  Op    Op  J 

^gF— —  —    —  —       /— V'I 

L  ^p  '^p       '^p  ^9     V  '^1  /  J 

—  ïC  EG  —  F  î  )  (   -— -  —  -2  7—-    -r-  -r-T     • 
^  \0q*  ôpOq         Op- J 
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